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1 Narodziny teorii kwantow

Okoto roku 1900 fizyka doSwiadczalna zanotowata na swoim koncie odkrycie
pewnej grupy zjawisk fizycznych, ktérych tak zwana obecnie fizyka klasyczna
nie byla w stanie wyjasni¢. Te niezrozumiale 6dwczesSnie wyniki eksperymen-
talne doprowadzily do powstania nowych koncepcji, ktore stworzyly podstawy
dla teorii nazwanej teoriq kwantéow. Wyktad ten rozpoczniemy od przegladu naj-
wazniejszych eksperymentéw, w wyjasnieniu ktérych fizyka klasyczna zawiodta.
Przedstawimy réwniez koncepcje, ktérych wprowadzenie okazato si¢ konieczne
aby wyjs$¢ z impasowej sytuacji.

1.1 Eksperymenty niewytlumaczalne przez fizyke klasyczng
1.1.1 Promieniowanie ciala doskonale czarnego

Ciatem doskonale czarnym nazywamy obiekt, ktéry catkowicie pochtania poda-
jace na nie promieniowanie. Energia podajacej fali elektromagnetycznej prze-
ksztatcana jest na energi¢ kinetyczng ruchu czastek ciata co objawia si¢ zmiang
temperatury ciata. Poniewaz Zrédfem promieniowania elektromagnetycznego sa
tadunki elektryczne, ktore poruszajgq si¢ z przyspieszeniem zatem chaotyczny
(cieplny) ruch czastek ciala skutkuje emisjg promieniowania elektromagnetycz-
nego przez ciato doskonale czarne. Promieniowanie to nazywamy promieniowa-
niem ciata doskonale czarnego.
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Rysunek 1: Ciatlo doskonale czarne

W celu dokfadniejszego zbadania widma promieniowania ciala doskonale
czarnego zbudujmy jego model. Wyobrazmy sobie ciato z wneka, ktéra charak-
teryzuje si¢ duzg zdolnoScig absorpcyjna, rys. 2. Promieniowanie, ktére wpada
do wneki przez maty otwor po kilku kolejnych obiciach zostaje praktycznie w
catosci pochloniete. Zatem powierzchni¢ wlotu mozna traktowac jako ciato do-
skonale czarne. Zauwazmy, ze Scianki wneki réwniez emitujg promieniowanie.



A wiec promieniowanie, ktére “wycieka” z wneki przez otwor jest promienio-
waniem ciala doskonale czarnego.
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Rysunek 2: Model ciata doskonale czarnego

Zadajmy teraz pytanie: jakie jest widmo promieniowania ciala doskonale
czarnego? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie wykonajmy nast¢pujace rozumowanie
oparte na fizyce klasycznej:

1. Wewnatrz wneki ustala si¢ rownowaga termodynamiczna, tj. szybkos$¢ emi-
sji promieniowania ze Scianek réwna jest szybkoS$ci absorpcji promienio-
wania przez Scianki.

2. Liczba modéw pola elektromagnetycznego przypadajacego na zakres cze-
stosci (w, w + dw) wynosi N(w)dw, gdzie N(w) ~ w?.

3. Z zasady ekwipartycji energii wiemy, ze na kazdy mod przypada Srednia
energia rowna:

[T EetTdE
E =

= kpT. (1)
4. Zatem nat¢zenie promieniowania przypadajace na czestoS¢ w bedzie pro-
porcjonalne do I(w) ~ TN(w) ~ Tw?.

Rozumowanie to po raz pierwszy przeprowadzili Rayleigh i Jeans, dlatego uzy-
skane przez nich wyniki noszg nazwe feorii Rayleigha-Jeansa.



Zauwazmy, ze otrzymany wynik prowadzi do wniosku, ze I(w) — +oo dla
w — +00 co sugeruje, Ze energia wypromieniowywana przez ciato doskonale
czarne jest nieskoriczona. Ten niefizyczny wynik nazwano katastrofg w nadfiole-
cie. Poréwnanie przewidywan fizyki klasycznej z wynikami eksperymentalnymi
przedstawia rys. 3.
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Rysunek 3: Poréwnanie przewidywan teorii Rayleigha-Jeansa (fizyka klasyczna)
z wynikami otrzymanymi eksperymentalnie.

1.1.2 Efekt fotoelektryczny

Efekt fotoelektryczny polega na emisji elektronéw z powierzchni materiatu w
wyniku oSwietlenia go falg elektromagnetyczng o czestotliwosci v, ktora jest
wieksza niz pewna graniczna warto$¢ v.;,. Zalezno$¢ energii wybitych elek-
tronéw w funkcji czestotliwosSci padajacej fali elektromagnetycznej przedstawia
rys. 4. Wyjasnienie zjawiska fotoelektrycznego na gruncie fizyki klasycznej jest
nastepujace:

1. Padajaca fala elektromagnetyczna wywotuje w materiale drgania wymu-
szone elektrondow.

2. Wskutek rezonansu amplituda tych drgan staje si¢ tak duza, ze elektron
moze wylecie¢ z materiatu.

3. Poniewaz nat¢zenie pola elektromagnetycznego okresla energi¢ przekazang
elektronowi zatem energia wybijanych elektronéw powinna rosng¢ wraz ze
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Rysunek 4: Zalezno$¢ energii kinetycznej wybitych elektronéw w funkcji cze-
stotliwosci fali elektromagnetycznej dla zjawiska fotoelektrycznego

wzrostem natezenia Swiatla.

4. Poniewaz energia fali elektromagnetycznej zalezy tylko od jej natgzenia
zjawisko fotoelektryczne powinno wystgpowac niezaleznie od czestotliwo-
Sci $wiatta, pod warunkiem, ze jego nat¢zenie jest wystarczajaco duze.

Zauwazmy, ze wnioski 3 1 4 sg w sprzecznoSci z wynikami otrzymanymi eks-
perymentalnie, gdyz:

1. obserwuje si¢ istnienie granicznej czgstotliwosci Swiatta ponizej ktorej
efekt fotoelektryczny nie wystepuje (niezaleznie od nat¢zenia Swiatla),

2. energia wybijanych elektronéw jest jedynie funkcjg czestotliwosci (liniowg)
i nie zalezy od nat¢zenia Swiatla.

1.1.3 Efekt Comptona

Efekt Comptona polega na tym, ze gdy wigzka promieni X o ustalonej diugosci
fali Ay rozprasza si¢ na cienkiej foli metalowej to w promieniowaniu rozpro-
szonym pojawia si¢ promieniowanie o diugosci fali wigkszej niz dtugos¢ fali
padajacej. Wyniki doswiadczenia Comptona dla wybranych katéw obserwacji 6
przedstawia rys. 5.

Efektu Comptona nie da si¢ wyjasni¢ na gruncie fizyki klasycznej. Zgodnie
z ta teorig mechanizm rozpraszania polega na wywolaniu przez padajaca falg
elektromagnetyczng drgan elektronéw w foli metalowej. Drgajace elektrony emi-
tujg wlasne fale elektromagnetyczne o czestotliwosci rownej czestotliwosci ich
drgan, ktora jest doktadnie rowna czestotliwosci fali padajacej. Zatem w widmie
fal rozproszonych nie powinny by¢ obserwowane inne dtugosci fal A niz dtugosé
fali padajacej 4o. Wniosek ten jest w sprzeczno$ci z wynikami do§wiadczalnymi.
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Rysunek 5: Widmo fali rozproszonej o pierwotnej dlugosci A, dla czterech wy-
branych katéw obserwacji 6.

1.2 Hipoteza Plancka (1900)

W roku 1900 Max Planck zauwazyl, ze mozliwe jest poprawne odtworzenie
widma promieniowania ciata doskonale czarnego jesli zatozymy ze, Swiatlo o
dtugosci fali A (czyli czestotliwos$ci v = ¢/1) moze by¢ emitowane lub pochtania-
ne jedynie w porcjach (kwantach) o energii E = hv, gdzie h = 6.626 x 10734/ - s.

Zobaczmy w jaki sposéb zalozenie Plancka modyfikuje¢ teorie¢ Rayleigha-
Jeansa. Jesli Swiatlo moze by¢ emitowane tylko w porcjach to wypromieniowana
energia przez Scianke musi by¢ wielokrotnoScig kwantu, tzn. E = nhy. Zatem
Srednia energia przypadajaca na kazdy mod drgan jest réwna:

nhy

_ e nhve” tsT h
E:Zn_on ve _ v . 2)

nhy hy

PR et — 1

Natezenia promieniowania przypadajace na czestoS¢ w = 2nv bedzie proporcjo-

nalne do:

w3

hw ’
()
gdzie i = h/2n. Otrzymana zalezno$¢ jest zgodna z wynikami do§wiadczalnymi.

Hipoteza Plancka postuzyta Einsteinowi jako punkt wyjsScia do wyjasnienia
zjawiska fotoelektrycznego. Einstein poszed! krok dalej 1 zatozyl, ze fale elektro-

I(w) ~ 3)
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magnetyczng mozna uwaza¢ za strumien zlokalizowanych w przestrzeni kwan-
téw, ktore nazwat fotonami (dualizm korpuskularno-falowy). Proces pochtaniania
promieniowania przez materi¢ polega na catkowitym absorbowaniu jednego fo-
tonu przez jeden elektron materialu. Bilans energetyczny takiego procesu jest
nastepujacy:
hv = ¢ + E4, 4)

gdzie ¢ jest minimalng energia potrzebng elektronowi na pokonanie sit wig-
zacych go w materiale (praca wyjScia), E; jest energia kinetyczng wybitego
elektronu. Oczywistym jest, ze jeSli hv < ¢ to elektron nie moze zosta¢ wybity
z materiatu co oznacza, ze istnieje minimalna czestotliwo$¢ fali dla ktorej efekt
fotoelektryczny moze zajs¢: hv..; = ¢. Widoczna jest réwniez liniowa zalezno$¢
pomiedzy czestotliwoscig padajacej fali a energig wybitego elektronu.

Wreszcie hipoteza Plancka zostala wykorzystana przez Comptona do wyja-
Snienie rozpraszania promieni X na cienkiej foli metalowej. Jesli wykorzystamy
wzOr Einsteina dla czgstki relatywistyczne;j:

E = \/(mocz)2 + (pc)?, (5)

to przy zalozeniu, ze kwanty Swiatla sg bezmasowe, my = 0, otrzymamy pc = hy
lub p = hv/c. Oznacza to, ze kazdy foton niesie ped i energi¢. Jesli zatozymy,
ze rozpraszanie promieni X polega na elastycznym rozpraszaniu fotonéw na
nieruchomych elektronach (rys. 6) to z zasady zachowania pegdu i energii:

P = p.t+p,
{ E+m,c® = E,+FE, ©)

gdzie m, jest masa elektronu oraz E, = +/(m.c?)? + (p,c)?, mozna wyznaczy¢
zalezno$¢ E’ = E’(0) z zatem zalezno$¢ A’ = A’(0). Koicowy wynik ma postac:

h

m.c

A @) — Ay = (1 —cosb), (7
gdzie A, dlugoscig fali padajacej. Otrzymany wynik jest zgodny z danymi do-
Swiadczalnymi.

1.3 Model Bohra budowy atomu (1913)

W roku 1911 Ernest Rutherford zaproponowal sw6j model budowy atomu w
ktorym zatozyl, ze atom sktada si¢ z dodatnio natadowanego jadra o matych
rozmiarach, wokot ktérego kraza elektrony. W jadrze skupiony jest caly tadunek
dodatni i praktycznie cata jego masa. Zatozenie takie okazalo si¢ konieczne w
celu poprawnego wyjasnienia rozpraszania czastek @ na cieniej foli metalowe;j.
Jednocze$nie w tym samym czasie wiadomo bylo z eksperymentéw, ze:
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Rysunek 6: Schematyczne przedstawienie zderzenie fotonu z elektronem w zja-
wisku Comptona.

e atomy emitujg Swiatto o okre§lonych diugosciach fal (linie spektralne),

e uktad linii spektralnych jest charakterystyczny dla danego pierwiastka,

e linie spektralne mozna pogrupowaé w serie spetniajgce proste zaleznosci,

T m =34 B =
m —

np. seria Balmera dla atomu wodoru: 4 = B
364.56nm - stala Balmera,

e dla linii spektralnych spetniona jest zasada kombinacji Ritza, ktéra méwi,
ze nowa linia spektralna (czyli dtugos¢ fali A emitowanego przez atom
Swiatfa) jest sumg lub r6znicg dwéch innych linii spektralnych.

Zebrany material doSwiadczalny jest niezgodny z fizyka klasyczna. Sprzecz-
no$¢ polega na tym, ze zgodnie z modelem atomu Rutherforda:

1. atom powinien by¢ niestabilny: krgzace wokoét jadra elektrony jako czast-
ki naladowane poruszajace si¢ z przyspieszeniem powinny emitowac fale
elektromagnetyczne tracac energi¢ i spadajac na jadro,

2. atom powinien emitowaé fale elektromagnetyczne, ale o ciggtlym widmie.

Prébg wyijscia z tej sytuacji byla propozycja modelu atomu przez Bohra w
roku 1913 wedtug ktérego:

1. Elektrony w atomie poruszajg si¢ po orbitach stacjonarnych i w czasie tego
ruchu nie emitujg Swiatta.

2. Dozwolone sg tylko takie orbity dla ktérych orbitalny moment pedu elek-
tronu jest rowny catkowitej wielokrotnoSci stalej Plancka podzielonej przez
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Rysunek 7: Linie spektralne w atomie wodoru.

2m, tzn. L, = m,v,r, = n2—, n=1,2,... oraz v, jest predkoScig elektronu
T
na n-tej orbicie o promieniu r,,.

3. Fala elektromagnetyczna jest emitowana tylko podczas zmiany orbity sta-
cjonarnej. Wtedy hv = E, — E,,, gdzie E, = EX™ + E? jest catkowita
energia (kinetyczna 1 potencjalng) elektronu na n-tej orbicie stacjonarnej,
hyv jest energig emitowanego kwantu Swiatta.

Postulat 1 zapewnia stabilnoS¢ atomu natomiast postulaty 2 i 3 zapewniaja, ze
atom emituje Swiatlo jedynie o okreSlonych dtugosciach fal. Model atomu Bohra
poprawnie odtwarza sekwencj¢ linii spektralnych (jakoSciowo i iloSciowo) dla
atomu wodoru.

1.4 Reguly kwantyzacji Bohra-Sommerfelda (1916)

W modelu Bohra kluczem do sukcesu byto zatozenie, ze orbitalny moment pedu
krazacego elektronu jest skwantowany, tzn. moze przyjmowac tylko pewne dys-
kretne warto$ci. W roku 1916 pojawito si¢ uogdlnienie postulatu Bohra, ktére
otworzylo droge do zadowalajacego opisu szerszej klasy uktadéw niz tylko atom
wodoru. Uogodlnienie polega na zalozeniu, ze ruch uktadu odbywa si¢ zgodnie z
prawami mechaniki klasycznej przy czym, nie wszystkie trajektorie w przestrze-
ni fazowej sa dozwolone. Reguly wyboru, ktore okreslajg ktére z trajektorii sg
dozwolone nazywamy regutami kwantyzacji Bohra-Sommerfelda.
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Rysunek 8: Model atomu wediug Bohra.

Rozwazmy uktad dla ktérego H(q, p) jest funkcja Hamiltona. Ukfad posiada
N stopni swobody. Jezeli ukfad jest catkowalny, tzn. istnieje N catek ruchu
Fi,F,,...,Fy takich, ze {F;,H} = {F;,F;} = 0 to wtedy przestrzenn fazowa
posiada topologie¢ torusa. Wygodnie jest wtedy wprowadzi¢ uogdlnione zmienne
kat ¢; - dzialanie J; = ﬁp,dq,-, i = 1,2,...,N gdzie calka obliczana jest dla
zamknigtej trajektorii w przestrzeni fazowej. J; sa réwniez catkami ruchu, tzn.

i

—— = 0. Reguta kwantyzacji Bohra-Sommerfelda méwi, ze J; moze przyjmowaé

tylko dyskretne wartosci rowne wielokrotnoSci A, tj.: J; = n;h gdzie n; - liczba
calkowita.

Reguta ta z duzym powodzeniem stosowana byta do badania widm czastek
dwuatomowych i szeregu innych probleméw takich jak np. oscylator harmonicz-

ny.

1.5 Hipoteza de Broglie’a (1924)

Odkrycie, ze Swiatlo ktére uwazano za fale posiada dwoistg nature korpuskularno-
falowg doprowadzito de Broglie’a do wysuni¢cia bardzo Smiatej a zarazem pro-
stej hipotezy wedlug ktdrej réwniez obiekty uwazane za czastki (np. elektron)
powinny posiadaé¢ dwoistg natur¢. Podobnie jak dla fotonéw de Broglie zatozyt,
ze z kazda czastka, ktéra posiada ped p zwiazana jest fala o dtugosci A = h/p i
czestotliwosci v = E/h. Fale te nazwat falami materii.

Postawmy teraz pytanie, kiedy falowa natura czastek moze si¢ ujawni¢? Wia-
domym jest, ze zjawiska falowe (np. dyfrakcja) ujawniajg si¢ wtedy gdy diugos¢
fali jest rzgdu rozmiaru szczeliny przez ktoérg przechodzi fala (czastka). Roz-
wazmy elektron o energii kinetycznej rownej 100 eV. Wtedy odpowiadajaca mu
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dtugos¢ fali wynosi: 4 = h/p = h/V2m.E; =~ 0.12nm. Dtugos¢ ta jest rzedu
odlegtosci pomiedzy atomami w krysztale. Zatem spodziewamy si¢ ujawnienia
falowej natury elektronu podczas rozpraszania elektronéw na powierzchni mo-
nokrysztatu, ktéry petni role naturalnej siatki dyfrakcyjnej. Eksperyment taki
zostal przeprowadzony przez C.J. Davissna i L.H. Germera w roku 1927, rys. 9.
W wyniku eksperymentu stwierdzono, ze odbite elektrony sa najsilniej rozpra-

Padajgce .
elektrony @\i\o
| A0®
L 3 AT

0 0 O--———4+————-
N
\ \
\\"
\
)
2%

d Kat obserwaciji 0
MONOKRYSZTAL

Rysunek 9: Schemat doSwiadczenia Davissona-Germera

szane pod katami 6 spelniajacymi warunek, ktory jest taki sam jak dla zjawiska
dyfrakc;ji:
dsin@=nl, n=0,1,2,..., (8)

gdzie A = h/p, co jest zgodne z hipoteza de Broglie’a.
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2 Rownanie Schrodingera

2.1 Roéwnanie Schrodingera dla czastki poruszajacej sie w ze-
wnetrznym potencjale

Od czasu eksperymentalnego potwierdzenia hipotezy de Broglie’a wiemy, ze
czastki mozemy traktowac réwniez jako fale. Dodatkowo wiemy, ze z czastka
2

swobodng o pedzie p i energii E = L. Vo (Vo = const) stworzyszona jest fala
materii o czestosci (7 = h/2r):

E
=2y = —, 9
w bi8% m 9)
1 dtugosci fali:
h
A=—, (10)
p
czyli o wektorze falowym réwnym
2 p
k=—=7. 11
-7 (11)

Postawmy pytanie: jakie rownanie powinna spetnia¢ fala materii? Oznaczmy
fale dla ktorej konstruujemy réwnanie przez (r, t). Na podstawie dotychczaso-
wych rozwazah zadamy aby rozwigzania poszukiwanego rownania dla czastki
swobodne;j:

1. byly falami o czestoSci w = E/h i wektorze falowym k = p/h, gdzie
2
E = P + Vo, Vo = const,
2m
2. spetnialy zasade superpozycji, tj. jesli ¥ (r,t) i Yo (r,t) s rozwigzaniami
to réwniez Y(r,t) = apy(r,t) + a,(r, t) jest rozwigzaniem.

Warunek 1 jest bezposrednig konsekwencja hipotezy de Broglie’a natomiast wa-
runek 2 jest konieczny dla uzyskania efektéw interferencyjnych. Przypusémy, ze
dla czgstki swobodnej fala ma forme zwyktej fali ptaskie;j:

Y(r,t) = Ae'dren, (12)

gdzie A jest pewng stalg. Najprostsze réwnanie, ktére spelnia zadane warunki
ma postac:
o, L0
— —Vu(r,t) = lih— = Vo |y(r, 1), (13)
2m ot
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2 (92 62
gdzie V> = — + — + —. Latwo mozna sprawdzi¢, ze fala ptaska (12) spetnia
0x2 0y 072
to rownanie. Uog6lniajgc rownanie (13) na przypadek potencjalu zaleznego od
potozeniaiczasu V = V(r, t) otrzymujemy stynne réwnanie Schrodingera (1926):
o (r,t n
D G Ve D), (14)
ot 2m
Opisuje ono ewolucje fali ¥ (r, ) “stowarzyszonej” z czastka o masie m poru-
szajacag si¢ w zewnetrznym potencjale V(r, t). Funkcje ¥(r, t) nazywamy funkcjq
Jfalowg. Wielkos¢:

N n?
H=-—V>+V(,1), (15)
2m
bedziemy nazywali Hamiltonianem. Hamiltonian jest operatorem dziatajagcym w
przestrzeni funkcji falowych ¥(r, 1), tzn. Hy(r, 1) = ¢'(r,1).

Wykorzystujac pojecie Hamiltonianu mozemy réwnanie Schrodingera zapisac
w ostatecznej formie operatorowej jako:

oY(r,t)
ot

i = Hy(r,1). (16)

Uwagi:

e Rownania Schrodingera nie mozna wyprowadzi¢ w sposob Scisty. Nalezy
je zapostulowac a o jego prawdziwos¢ Swiadczy jedynie zgodnoS¢ przewi-
dywan z wynikami do§wiadczalnymi.

e Réwnanie Schrodingera jest réwnaniem rézniczkowym czastkowym co
oznacza, ze do jego rozwigzania wymagany jest warunek poczatkowy czyli
znajomos$¢ funkcji falowej w pewniej chwili czasu ¥ (r, ty).

e Otrzymane roéwnanie Schrodingera poprawnie opisuje tylko czastki niere-
latywistyczne, co jest konsekwencjg zalozonej relacji pomigdzy energia a

2

p

pedem, tj.: E = —.
2m

2.2 Interpretacja funkcji falowej

Rozwigzaniami réwnania Schrodingera sa w ogdlnosci funkcje zespolone, tzn.
W(r,t) € C. Zatem funkcja falowa nie moze miec¢ bezposredniego sensu fizycz-
nego gdyz wiemy, ze wielkoSci fizyczne sg reprezentowane przez liczby rzeczy-
wiste. Chociaz funkcja falowa ¥ (r,t) jest obiektem czysto matematycznym to
moéwimy, ze okreSla ona stan czastki w chwili t. Oznacza to, ze niesie petng
informacj¢ dynamiczng o czastce.
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Sens fizyczny maja tylko te wielkoSci “wyciagniete” z funkcji falowej, ktore
sg liczbami rzeczywistymi. Szczeg6étowo sposdb wyciagania wielkosci fizycznych
z funkcji falowej zostanie podany w dalszej czesci wyktadu. W chwili obecnej
powiemy tylko, ze kwadrat modutu funkcji falowej pomnozony przez objetos¢é
obszaru daje prawdopodobienistwo Py znalezienia czastki w tym obszarze, tzn.:

Py = f W (r, ) d°r. (17)
\%4

Nalezy pamietaé, ze dla funkcji zespolonych kwadrat modutu oznacza |y|* =
Y. Jezeli V rozciaga si¢ na calg przestrzen to prawdopodobienistwo znalezienia
czastki gdziekolwiek jest réwne jednosSci. Otrzymuje w ten sposéb warunek jaki
musi spetnia¢ kazda funkcja falowa:

f lW(r, Od’r =1, (18)

gdzie calka jest wykonana po catej przestrzeni. W skrécie méwimy, ze funkcja
falowa jest unormowana do jednosSci. Zauwazmy, ze funkcja falowa  jest okre-
Slona z dokfadnos$cig do fazy, tzn. jesli ¥ jest unormowang funkcjg falowa oraz
spetnia réwnanie Schrodingera, to réwniez funkcja ' = 'y spetnia réwnanie
Schrodingera oraz |y'|* = |y

2.3 Rodwnanie cigglosci

Poniewaz wielko$¢ |/(r, 1)|* nalezy traktowaé jako gesto$¢ prawdopodobieristwa
znalezienia czastki w punkcie r w chwili t to zadajmy pytanie: w jaki sposéb ta
gestos¢ ewoluuje w czasie. W tym celu rozwazmy wielkoS¢:

ﬁ 273 — f alﬂ* *aw 3
atfv"”(”)'d’ = V(at‘“‘”_at)‘”
— h SAvZN 2 g% 3
= - V(;[/ng yvry')d'r. (19)

W celu otrzymania drugiego réwnania nalezy wykorzysta¢ rownanie Schrodingera
dane przez (14). Jesli wykorzystamy prostg zalezno$¢ operatorowa:

fv (v V2y -y V) dr fv (V- 'Vy) = V- V)] dr

fa ds - 'V — yVy), 20)
1%

gdzie 0V oznacza powierzchni¢ ograniczajacg objetos¢ V, to otrzymamy:

9 f lW(r, )P d’r = - f ds - j(r,1), (21)
or Jy v
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gdzie wielkoS¢:

h
j(r, t) = z_m (91/*(", f)vﬁb(”, t) - lﬁ(", t)vw*(", t)) ’ (22)

nosi nazwe gestosci prqgdu prawdopodobieristwa. Otrzymane rOwnanie (21) ma
doktadnie taka samg strukture jak réwnanie ciggloSci znane z mechaniki ptynow.
Réwnanie to méwi, ze zmiana w czasie prawdopodobiefistwa znalezienia czastki
w danej objetosci jest rowna strumieniowi gestosci pradu prawdopodobieristwa
przez powierzchni¢ ograniczajacg t¢ objetos¢. Zatem jeSli strumien jest zero to
w trakcie ewolucji funkcji falowej prawdopodobienstwo znalezienia czastki w
obszarze V nie ulega zmianie:

f W (r, H)I*d’r = const. (23)
\%4

2.4 Separacja zmiennych w réwnaniu Schrodingera

Rozwazmy szczegdlny przypadek ruchu czastki w zewnetrznym potencjale, ktory
jest niezalezny od czasu. Sytuacja taka jest bardzo czesto spotykana w praktycz-
nych zastosowaniach. Wtedy Hamiltonian:

N n?
H=—-—V>+V(r) (24)
2m
rowniez nie zalezy jawnie od czasu. Postulujemy, ze rozwiazanie rownania Schrodingera
ma forme iloczynu funkcji zaleznej tylko od czasu i funkcji zaleznej tylko od
potozenia, tzn.: ¥(r,t) = y(¢)e(r). Podstawiajac do rownania Schrodingera (16)

otrzymujemy:

0 R
ine(r) )gﬁ’) — xOA(r). 25)

Po podzieleniu obu stron przez y¢ dostajemy:

1 ox(®) 1 A
= H . 26
O o g e (26)

Poniewaz lewa strona zalezy tylko od t a prawa tylko od r, zatem aby réwnanie
bylo spelnione obie strony muszg by¢ réwne pewnej staltej, ktérg zwyczajowo
oznaczamy przez E. Otrzymujemy ukfad dwoéch réwnan:

Lox()
lhAT = Ex(1), (27)
Ho(r) = E@(r). (28)
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Pierwsze z rownan mozna tatwo rozwigzac¢; Rozwigzanie ma postaé:
x(0) = Ce™™, (29)

gdzie C jest dowolng statg. Poniewaz cata funkcja falowa musi by¢ unormowana
statag C mozna wciggnaé do funkcji ¢(r) 1 zazgdaé aby:

f (e, DPdr = f W OPler)Pdr = f wPdr=1. (30

Réwnanie (28), ktérego jawna postac to:
5 VE+ V()| er) = Ee(r), 3D
m

nazywamy réwnaniem wlasnym dla operatora H z funkcja wilasna ¢ i wartoscia
wlasng E. Rownanie to nazywane jest rowniez niezaleznym od czasu rownaniem
Schrodingera.

Podsumowujac dotychczasowe rozwazania, rozwigzanie rownania Schrodingera
dla potencjatu niezaleznego od czasu ma postaé y(r, t) = e "E"p(r). Opisuje ono
tzw. stan stacjonarny czastki, poniewaz gesto$é prawdopodobienistwa [y/(r, 1)|* =
lo(r)|* nie zalezy od czasu. Ogélne rozwiazanie réwnania Schrodingera jest su-
perpozycjq rozwigzan stacjonarnych:

() = ) e B, (), (32)

n

gdzie Hp,(r) = E,@,(r). Indeks n numeruje funkcje wlasne i wartosci wlasne
Hamiltonianu (w ogdlnosci jest ich nieskoniczenie wiele) a ¢, sa wspétczynnikami
okreslajacymi wktad n-tej funkcji wiasnej do funkc;ji falowej .

Na sam koniec tej cze¢Sci zadaymy pytanie: jaki jest sens fizyczny wartosci
wlasnej E? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie przypomnijmy sobie nasz postulat,
ze dla czastki swobodnej fala materii ma form¢ (zobacz réwnanie (12)):

w(r’ t) — Aei(k-r—wt) — Aeikﬁ‘e—iwt. (33)

Widzimy wigc, ze postulat ten jest zgodny z naszym rozwigzaniem ¥(r,t) =
e Ehp(r) jesli w = E/h. Otrzymujemy zatem wzoér de Broglie’a (9). Oznacza
to, ze stala E musi miec sens energii czastki. Z tego powodu wartosci wlasne
Hamiltonianu E,, nazywamy jego energiami wtasnymi.
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2.5 Warunki brzegowe i warunki ciggloSci

Zapiszmy ponownie niezalezne od czasu réwnanie Schrodingera:

2
(—h—V2 + V(r)) @(r) = Ep(r). (34)
2m

7. matematycznego punktu widzenia jest ono liniowym réwnaniem rézniczko-
wym czastkowym rzgdu drugiego. W celu znalezienia rozwigzan tego rownania
wymagane jest dostarczenie dodatkowych warunkow brzegowych. Poniewaz pro-
cesy fizyczne zachodzg w sposob ciagly i1 gladki to rozsagdnym jest zazadac aby
funkcja falowa byla ciagla, gtadka i jednowartos$ciowa.

Doktadna posta¢ warunkéw brzegowych zalezy od wilaSciwosci potencjatu
zewnetrznego V(r). Rozwazmy szczegdlne przypadki:

e Jesli potencjat V(r) jest ciggly w catej przestrzeni to do rozwigzania row-
nania Schrodingera wystarczajace jest jedynie okreSlenie warunkéw brze-
gowych gdy r — oco. Wyr6zniamy dwa szczegllne przypadki:

— Gdy szukamy stanow zwiqzanych czastki, tzn. takich stanéw, ze praw-
dopodobiefistwo znalezienia czastki dla r — oo wynosi 0, to ogra-
niczamy si¢ do przypadku E < V(r — o0) i narzucamy warunek,
ze: (r — o) = 0. Otrzymamy wtedy po rozwigzaniu réwnania
Schrodingera zbiér E, i ¢,(r) przy czym ¢, sa normowalne, tzn.
[ler)Pd’r < .

— Jesli w ktéryms kierunku E > V(r — o), wtedy zadamy aby asymp-
totyczna posta¢ rozwigzania w tym kierunku miata forme¢ ¢(r —
o) — e**kT Takie rozwiazania opisujg tzw. stany rozproszenio-
we czgstki, tzn. istnieje skonczone prawdopodobieristwo znalezienia
czastki dla r — oo. Otrzymane funkcje falowe sa nienormowalne,
czyli f lo(r)|*?d*r = oo, ale mozna unormowaé ich kombinacje linio-
we (tzw. paczka falowa).

e Jesli potencjat V(r) jest niecigglty w jakim$ punkcie, np.:

| Vi, gdyx<a
V(x,y,z)—{vz’ gdy x > a

wtedy do warunkéw brzegowych wczes$niej opisanych nalezy dodaé waru-
nek ciggtosci i gladkosci funkcji falowej w punkcie gdzie potencjat V(r)
doznaje skoku:

(35)

()|, —a = @), (warunek cigglosci)
36
dor)|  de(r) 09
= (warunek gtadkosci)
ox x—a ox x—at
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3 Mechanika kwantowa i teoria operatorow

3.1 Operatory wielkosci fizycznych

W mechanice kwantowej kazdej obserwowalnej wielkoSci fizycznej (obserwabli)
odpowiada liniowy operator hermitowski (samosprzezony) O.
Liniowo$¢ operatora oznacza, ze:

O (a1 (r, 1) + aan(r, 1)) = a,OY (1, 1) + @, O (1, 1), (37)

dla dowolnych ¥ »(r, ) oraz a;, € C. Operator nazywamy hermitowskim, jesli
dla dowolnych dwdéch funkcji catkowalnych z modutem do kwadratu i odpowied-
nio regularnych ¥ »(r, ) zachodzi:

ozn

f i@, 00%(r,nd’r = [ f U, 0P (r, t)d3r] W1 (0O (1).  (38)
Z algebry wiemy, ze operator hermitowski posiada rzeczywiste wartoSci wlasne
a wektory wlasne tworzg uktad ortogonalny w sensie iloczynu skalarnego:

Wi (1)) = f Ui (DY (D, (39)

Tak wprowadzony iloczyn skalarny jest dobrze okreSlony dla funkcji catkowal-
nych z kwadratem modutu i wprowadza w przestrzeni funkcji y; strukture prze-
strzeni Hilberta.

Rozwazmy zagadnienie wiasne dla operatora O:

Op(r) = Agp(r). (40)

Zbioér wartosci Wlasnych A operatora O (niekoniecznie hermltowsklego) nazywa-
my widmem operatora O. Jesli zbiér wartosci wlasnych operatora O tworzy zbi6r
skoficzony lub przeliczalny to widmo operatora nazywamy dyskretnym, tj. A €
{A1, A2, A3, .. .}). Jesli zbi6r warto$ci wlasnych operatora O tworzy zbiér nieprzeli-
czalny to widmo operatora nazywamy cigglym, tj. A = A(n), n € (a,b), a,b € R.
W ogdlnosci operator moze posiadaé czgs¢ widma o charakterze dyskretnym a
cze$¢ o charakterze ciaglym. Jesli operator O posiada warto$¢ wlasna, ktérej
odpowiada m liniowo niezaleznych funkcji wlasnych:

Opi(r) = Api(r),
: (41)

Opu(r) = Ap,(r),
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gdzie liniowa niezalezno$¢ oznacza, ze:
Vr: aipi(r)+...+aponr)=0 & o =...=q, =0, 42)

to méwimy, ze warto$¢ wlasna A jest m-krotnie zdegenerowana.

Dlaczego spektrum operatora jest dla nas tak wazng wielkoscia? Ot6z je-
den z postulatéw mechaniki kwantowej (wszystkie postulaty zostang podane w
dalszej czesSci wyktadu) méwi, ze w wyniki doktadnego pomiaru wielkosci fi-
zycznej reprezentowanej przez operator O mozemy otrzymac tylko jednq z jego
wartoSci wlasnych A. Wynika stad, ze wartoSci wlasne wszystkich operatoréw
reprezentujacych mierzalne wielkoSci fizyczne muszg byC liczbami rzeczywisty-
mi. Z tego powodu od operatoréw tych wymagamy aby byly one operatorami
hermitowskimi.

Wiemy juz, ze kazdej wielkoSci fizycznej w mechanice kwantowej odpowia-
da jaki§ operator. Nasuwa si¢ zatem pytanie: w jaki sposéb tworzy¢ operato-
ry konkretnych wielkoSci fizycznych? Praktyczny sposéb tworzenia operatoréw
wielkosSci fizycznych jest nastgpujacy:

1. Dla wybranej wielkosci fizycznej znajdujemy w mechanice klasycznej od-
powiadajaca jej funkcje O(r, p).

2. Dokonujemy podstawienia: r — 7, p — —ihV, przy czym dzialanie 7 jest
rozumiane jako mnozenie przez r.

Przyktad:
Funkcja Hamiltona, ktéra okresla energie catkowita uktadu:

2
H(r,p) = §—m + V(). (43)

przechodzi w:
. K2
HF,—ihV) = —V? + V(#). (44)
2m

OtrzymaliSmy zatem Hamiltonian. Stad wyciggamy wazny wniosek, ze w wy-
niku dokfadnego pomiaru energii ukfadu opisanego za pomoca potencjatu V(r)
mozemy otrzymac tylko jedng z wartosci wtasnych Hamiltonianu.

Warto tutaj wprowadzi¢ kilka kolejnych definicji, ktére beda przydatne w
dalszej czegSci wyktadu.

e Operator O' zdefiniowany przez relacje:

def.

W1 10" 2) = (2 10l (45)

ktora zachodzi dla dowolnych funkcji ¢, z przestrzeni Hilberta, nazywa-
my operatorem sprzezonym hermitowsko. Méwimy tez, ze O' jest sprze-
zeniem hermitowskim operatora O.
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A

e Operator nazywamy hermitowskim lub samosprzezonym gdy O = O.

A A

e Operator nazywamy unitarnym gdy zachodzi O'0 = 00" = 1.

3.2 Warto$¢ oczekiwana operatora

Niech y(r, t) bedzie funkcjg falowa. WielkoS¢:

ozn

f@lf*(r, NOY(r, nd’r = (1) |0I(1) = (O (46)

nazywamy wartosciq oczekiwang operatora O na stanie opisywanym funkcja
falowg ¢ w chwili t.

Sens fizyczny wartosci oczekiwanej jest nastgpujacy. Zatézmy, ze przygoto-
waliSmy czastke ktdra jest w stanie opisywanym przez funkcje¢ falowa y. Wyko-
nujemy pomiary wielkosci fizycznej reprezentowanej przez operator O i zapisu-
jemy wynik. Cata procedure powtarzamy nieskonczenie wiele razy. W wyniku
kazdego pojedynczego pomiaru otrzymujemy jedng z wartos$ci wlasnych ope-
ratora O. Warto$¢ oczekiwana operatora (0)¢ mowi nam natomiast ile bedzie
wynosifa Srednia z uzyskanych wynikéw, zobacz rys. 10. Oczywistym jest, ze
warto$¢ oczekiwana nie musi si¢ pokrywac z warto$cig wlasng operatora. Nasu-
wa si¢ natychmiast kolejne pytanie. Ile wynosi rozrzut (odchylenie standardowe)
otrzymanych wynikéw? Latwo mozna zgadnaé, ze odpowiedZ dana jest przez

wyrazenie:
T(0) = (O = (0))?)y = (0¥, — (O). (47)

3.3 Przemiennos$¢ i nieprzemiennos$¢ operatorow

Dwa operatory liniowe A i B nazywamy przemiennymi jesli dla dowolnej funkcji
W(r) z przestrzeni Hilberta zachodzi:

ABY(r) = BAy(r). (48)

Wielkos¢:
[A, B] S AB - BA, (49)
nazywamy komutatorem operatoréw A i B. Widaé zatem, ze operatory A i B 59
przemlenne (komutuja ze soba) gdy: [A, B] = 0. Jesli [A, B] # 0 to operatory A
i B sa nieprzemienne (nie komutuja ze soba).
Udowodnimy teraz twierdzenie, ktére bedzie czesto wykorzystywane w dal-
szej czesSci wkiadu.
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W wyniku pomiaru
mozna otrzymac
tylko jedna z
wartosci whasnych.

Nr. pomiaru Wynik
Uklad pomiaru
Znajduje sie 1 Ay
w stanie ) \
3 As
N o

i Srednia /i_

Qdchylenie O'

/Sfﬂ'”dﬂf'dowe

Rysunek 10: Pomiar i warto$¢ oczekiwana operatora.

Twierdzenie: Niech A i B beda operatorami hermitowskimi. Jesli operatory A i
B sa przemienne to maja wspélne funkcje wlasne.

Dowdd:

Niech Ago,,(r) = a,p,(r) oraz l§¢,n(r) = by¢,(r). Zat6zmy dodatkowo, ze wartoSci
wlasne operatora A sg niezdegenerowane. Rozwazmy wyrazenie:

A|Be,(r)| = ABp,(r) = BAg,(r) = Ba,g,(r) = a, [ Be,r)| . (50)

gdzie skorzystalismy z faktu, ze operatory A i B sa przemlenne tj. AB = BA.
Zatem funkcja ¢’(r) = By,(r) jest funkcja wlasna operatora A ktérej odpowia-
da warto$¢ wilasna a,. Poniewaz a, jest niezdegenerowane, to funkcja wilasna
odpowiadajace tej wartosci wilasnej jest jednoznacznie wyznaczona (z dokfad-
noscig do stalej), czyli ¢'(r) = ce,(r). Stad otrzymujemy, ze égo,,(r) = cp,(r). A
wiec @,(r) jest funkcja wlasna operatora B, gdzie stala ¢ musi by¢ jedna z jego
wartosci wlasnych b,,. Twierdzenie jest rowniez prawdziwe w przypadku, gdy
wartosci wlasne operatora A sa zdegenerowane.
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4 Pomiar w mechanice kwantowej

4.1 Wplyw pomiaru na stan czgstki

Zat6zmy, ze mamy czastke w stanie opisywanym przez funkcje falowa y(r, ?).
Dokonajmy doktadnego pomiaru wielkoSci fizycznej reprezentowanej przez ope-
rator O. Wiemy, ze w wyniku takiego pomiaru mozemy otrzymaé tylko jedna z
wartosci wlasnych A operatora O. Pytanie, ktére sie natychmiast nasuwa to ktéra
z wartoSci wlasnych A otrzymamy w wyniku pomiaru? Mechanika kwantowa nie
wskazuje w spos6b jednoznaczny, ktorg warto§¢ wlasng otrzymamy jako wynik
pomiaru. Podaje jedynie prawdopodobiefistwo z jakim dana warto$¢ A zostanie
zmierzona. Zgodnie z jednym z postulatow mechaniki kwantowej prawdopodo-
biefstwo to wynosi:

2
P(A) ~ ‘ffl’ﬁ(r)w(r, Dd’r | =K by, (1)

gdzie ¢,(r) jest funkcja wlasna operatora O, ktérej odpowiada warto$¢ wlasna
A:

O¢,(r) = Apa(r). (52)
Przez prawdopodobiefistwo P(A) rozumiemy, ze jesli wykonujemy duzg liczbe
pomiaréw w identycznych warunkach (czyli na tych samych funkcjach falowych
W (r, 1)) to liczba pomiardw, ktora jako wynik daje wartoS¢ A jest rowna N - P(A),
gdzie N jest liczbg wykonanych pomiaréw (N — o0).

Po wykonaniu pomiaru funkcja falowa y/(r, ty) przechodzi w nowy stan, ktéry
wynosi Y, (r, ty) = ¢,(r), gdzie t, jest chwila w ktérej dokonano pomiaru. Méwi-
my, ze w wyniku pomiaru nastepuje redukcja funkcji falowej. Zatem pomiar w
mechanice kwantowej zmienia stan czgstki. Jest to cecha, ktéra znaczaco odroz-
nia mechanike kwantowa od mechaniki klasycznej. Wiemy, ze odpowiednikiem
stanu w mechanice klasycznej jest trajektoria w przestrzeni fazowej tj. [r(?), p(1)].
Idealny pomiar wielkoSci fizycznej O w chwili £y daje wartoS¢ O(r(ty), p(ty)),
przy czym ruch czastki nie zostaje zaburzony, rys. 11.

4.2 'Twierdzenie Ehrenfesta

Rozwazmy warto$¢ oczekiwang obserwabli reprezentowanej przez operator O:

(OYyy = f W, DOY(r, nd’r = (W (1) [0l (1)), (53)
gdzie Y (r,t) spetnia rownanie Schrodingera:
ihawg; D _ fAyr.n). (54)
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MECHANIKA KLASYCZNA MECHANIKA KWANTOWA

Trajektoria w Ewolucja zgodnie _ Ewolucja Zgr':'q'c'l'f’ z
przestrzeni z réwnaniami réwnaniem Schrodingera
fazowej Hamiltona

Pomiar z wynikiem A.
Redukcja stanu!

\j
(7 0) S WP 10) = $a(F) 8 Y(r 1)

04
Sl : >
(@] =0 o t
al x
< | &
Pomiar nie s
zaburza ru_chu E i
czastki - zmienia stan
czastki
Rysunek 11: Wptyw pomiaru na stan czastki.
Zbadajmy ewolucje w czasie wartoSci oczekiwanej:
d « o (r,t) A 6 (r t)
WO = [ FER0uwnd'r + [ w0020
t ot
1
= [Hw (r, t)] Ou(r, )d’r + — f v (r, t)O[Hw(r t)]
i
(35)

Korzystajac z faktu, ze Hamiltonian jest operatorem hermitowskim, czyli (H o) =

(¢ |H Wy = (¢ |H|y) oraz przypominajac sobie definicje komutatora otrzymuje-
my:

d a 1, A
E(OMU) fl// (r, [0, Hly(r, n)d’r = h<[ sH Dy (56)

W ogélnosci jesli O = O(r) wtedy:

d A 1 A A a0
Z<O>W> = E<[O’H]>W) + (Ew(z)- (57)

Powyzsze rownanie nosi nazwe twierdzenia Ehrenfesta. Zauwazmy, ze otrzymane
rownanie ma struktur¢ bardzo podobng do klasycznego réwnania opisujacego
zmiane dowolnej wielkoSci fizycznej O(r(t), p(t), t) podczas ruchu uktadu:

do 00
O,.H 58
—= =0 H}+ —, (58)
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gdzie H jest funkcjg Hamiltona oraz {...} oznacza nawiasy Poissona. Wycig-
gamy zatem wniosek, ze odpowiednikiem klasycznej wielkoSci fizycznej jest
warto$¢ oczekiwana operatora, natomiast odpowiednikiem nawiaséw Poissona
jest komutator dzielony przez if.

Rozwazmy szczegélny przypadek, gdy operator O jest operatorem pedu p =
—ihV. Twierdzenie Ehrenfesta przybiera forme:

A2

d . 1 1 p
E@)W) = %QP’H])!//U) = E([l’, . + V@) Duay- (59)

Obliczmy wystepujacy komutator. Wykorzystujac zaleznosé [A, B+C] = [A, B]+
[A, C] oraz zauwazajac, ze operator p komutuje z p> wystarczy obliczy¢ [, V(r)] =
—ih[V,V(r)]. SprawdZzmy ile wynosi dziatanie [V, V(r)] na dowolng funkcj¢ f(r):

[V.VIOlf(r) = V() f(r) - V(n)Vf(r)
= [VV(IOLf(r) + V)V f(r) = V(r)Vf(r)
= [VV()] f(r) (60)

~2
Stad [p, 2P_m + V(r)] = —ihVV(r) i ostatecznie otrzymujemy:

d, .
E(P%p(z) = —~(VV(@))ye- (61)
OtrzymaliSmy odpowiednik klasycznego réwnania Newtona:

dp

i F =-VV(r). (62)

Zatem twierdzenie Ehrenfesta tworzy zasade korespondencji ktora stanowi, ze
klasycznym zwigzkom mie¢dzy zmiennymi dynamicznymi odpowiadaja w me-
chanice kwantowej analogiczne zwigzki miedzy wartoSciami oczekiwanymi ich
operatorowych odpowiednikéw.

4.3 Zasada nieoznaczonos$ci Heisenberga
Niech A i B beda operatorami hermitowskimi takimi, ze:
[A,B]=ia, a€R. (63)

Niech bedzie dana czastka, ktéra znajduje si¢ w stanie opisywanym przez funkcje
falowg y(r,t). Rozwazmy funkcje:

o(r) = (A+iBBW(r,1), B e€R - dowolne. (64)
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Obliczmy warto$¢ wyrazenia (¢ |¢) o ktérym wiemy, ze zawsze jest liczbg nie-
ujemna:

(Plp) = WO A" = iBB YA + iBB)ly (1))
= (W) |(A> + B°B* + iBA, BDIy (1))
= (WO (A + BB - aB)ly (1)) (65)
Zatem: A A
(B B = aB + (A% = 0. (66)

Potraktujmy lewq strong powyzszeJ nieréwnosci jak funkcje kwadratowq wzgle-
dem S gdzie <B Du, @ 1 <A Yu sa wspofczynnikami. Poniewaz (B Yoy = 0 to
aby nieréwnos$¢ byla spetniona wystarczajace jest:

A = a* — HA?Y 0 (BPy < 0. (67)

Stad otrzymujemy, ze:
a?
4

Jesli zdefiniujemy operatory A=A- (A)W) iB=B- (é)w(,) to dla nich réwniez
spelniona jest nierdownos¢ (68) gdyz:

Ay (B > (68)

[A, B] = [A - (A)y0). B — (BYyo] = [A, B] = ia. (69)

Zatem otrzymujemy:

a
\/ (A - <A>¢/(z))2>¢(z)<(3 <B>¢//(z))2>¢//(z) >3 (70)
Przypomnijmy sobie, ze wyrazenie zdefiniowane jako:
7(0) = (O = Oy hwirs an

okreSla rozrzut wynikéw pomiaru obserwabli O wokot wartosci oczekiwane;.
Ostatecznie mamy:

(Ao (B) > % (72)

Powyzsza nieréwnoS¢ znana jest jako zasada nieoznaczonosci Heisenberga.

Jakie konsekwencje fizyczne wynikajg z zasady nieoznaczonoS$ci Heisenber-
ga? Odpowiedz jest nastepujaca: jezeli operatory dwéch wielkosci fizycznych A
i B spelniaja relacje komutacyjna:

[A,Bl=ia, a€R, a=#0, (73)
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to nie mozna tak wybra¢ funkcji falowej ¥ (poprzez odpowiednie ustawienie
warunkow eksperymentalnych), aby wykonany pomiar wielkoSci fizycznych A
i B dawal zawsze ustalong warto$¢ a i b z prawdopodobieistwem 1 (P(a) =
P(b) = 1) gd21e a i b sg odpowiednio wybranymi warto§ciami wlasnymi ope-
ratoréw A i B. Wykonane pomiary wielkosci A i B w tych samych warunkach
eksperymentalnych beda zawsze charakteryzowac sie¢ rozrzutem wokot wartoSci
oczekiwanych danym nieréwnoscig (72).

Potocznie méwi sie, ze jesli spelniony jest warunek (73) to pomiar wielkoSci
A 1 B nie moze by¢ jednoczes$nie dokonany z nieskoriczong doktadnosScig. Nalezy
jednak pamietaé, ze “jednoczesnie” oznacza wykonanie pomiarOw na tej samej
funkcji falowej ¢ ale niekoniecznie w tym samym czasie.

Gdy [A, B] = 0 to pomiar moze by¢ wykonany z nieskoriczona doktadnoscia.
Wystarczy bowiem przygotowaé tak warunki eksperymentalne aby w chwili ¢,
funkcja falowa pokrywata si¢ z funkcja wiasna operatora A np. y(r, to) = @.(r),
gdzie @,(r) jest funkcja wlasna operatora A z wartoscia wlasna a. W takiej sy-
tuacji funkcja falowa W (r,1,) jest réwniez funkcja wlasna operatora B, ktérej
odpowiada wartoS¢ wilasna b. Wtedy pomiar wielkoSci A daje z prawdopodo-
bienistwem 1 warto$¢ a, oraz pomiar wielkoSci B daje z prawdopodobienistwem
1 warto$¢ b. Zatem rozrzut wynikéw jest rowny zero.

Dodajmy, ze zasada nieoznaczonoSci Heisenberga stanowi ograniczenie od
dotu na rozrzut wynikéw pomiaru. Mozna pokazaé, ze dla ustalonych A i B
mozliwy jest taki wybor funkcji falowej ¢ aby warunek (72) byt réwnoscia.

Na sam koniec podajmy szczegllny przypadek zasady nieoznaczonoS$ci He-
isenberga, ktory jest bardzo czgsto wykorzystywany w praktycznych zastosowa-
niach. Przypadek ten odpowiada sytuacji gdy A = £, B = j,. Komutator tych
operatoréw wynosi [£, p,] = ifi. Stad:

h

o(X)o(px) > 5

h (74)

Podobnie dla pozostatych sktadowych wektora potozenia i pedu.
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5 Rozwigzania rownania Schrodingera dla prostych
przypadkow

5.1 Czastka swobodna

Najprostszym przyktadem ruchu jest ruch czgstki swobodnej (nie podlegajace;j
dziataniu zadnych sit zewnetrznych). Ruch ten opisywany jest rGwnaniem falo-
wym Schrodingera:

_oy(r.t) P’
h = —Y(r,1), 75
ih=—= = Sy 1) (75)
gdzie p = —ihV = —ih (a%’ a%’ a%) Poniewaz Hamiltonian nie zalezy od czasu
wigc rozwigzanie bedzie miato postac:
y(r,1) = g(rye ", (76)

52
Poniewaz operator pedu p komutuje z operatorem energii kinetycznej p_, wiec

m
operatory te maja wspolne funkcje wlasne. Zatem ¢(r ) mozemy znalezZé rozwa-
zajac zagadnienie wlasne operatora pedu:

—ihVp,(r)=pe,(r), (77)

gdzie p = (px, py, p;) jest wartoScig wlasng a ¢, (r) odpowiadajaca jej funkcja
wlasng. Rozwigzania majg postaé:

@p(r) = Ae'*", (78)

gdzie k = p/h jest wektorem falowym, A jest stalg normujaca. Poniewaz nie na-
rzucamy zadnych dodatkowych ograniczen na funkcje wlasne to widmo operatora
pedu jest ciagte.

Zauwazamy, ze otrzymane stany sa wspomnianymi we wczesniejszej czesci
wyktadu stanami rozproszeniowymi. A wigc pojawia si¢ “problem” z normali-
zacjq takiego stanu, gdyz catka z modutu do kwadratu po catej przestrzeni jest
rozbiezna. Z problemem tym mozemy poradzi¢ sobie na dwa sposoby.

1. Normalizacja w pudelku. Zal6zmy, ze umieszczamy nasz ukiad w pudle
o skoficzonej objetosci V = L3. Wyobrazmy sobie teraz, ze nasza przestrzen
sktada si¢ z nieskoniczonej liczby przylegajacych do siebie takich pudel. Czastka,
ktéra uderza w Scianke jednego pudia nie odbija si¢ do niej lecz przenika do
nast¢pnego. Poniewaz pudta sg nierozréznialne, stwierdzenie to mozna utozsamic
z warunkiem periodycznosci funkcji falowe;j:

op(x+L,y,2) = ¢p(x,y,2),
op (X, y+L,2) = ¢p(x,y,2), (79)
Sop(x,y,z"'L) Sop(x,y,z)-
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Stad:
Aei(kx(x+L)+k)')’+kZZ) — Aei(kxx+kyy+kzz), (80)

czyli k,L musi by¢ wielokrotnoScig 2z. Postepujac podobnie dla pozostatych
sktadowych otrzymujemy, ze w takiej sytuacji wektor falowy musi by¢ skwan-
towany:

2 2 2
k., = —nnx, y = —ﬂny, k, = Tnnz, Ney.=0,£1,£2,... (81)

a wigc 1 réwniez ped czastki, gdyz p, = hk, = Z’Lr—h(nx,ny,nz). Mozemy teraz
wyznaczyC stala normalizacyjna:

L/2 L/2 L/2
= f oy (F)dr = f ax [ ay [ dziey ey 0P
1% -

L2 -1)2 -1)2
L2 L2 L/2
= dx dy dz |A)?
-L)2 -L2 -L2
= |APL. (82)
Stad otrzymujemy, ze A = LT1/2 = % Czyli unormowane w pudetku funkcje
falowe maja postaé:
1 ik -1
Ppu(r) = —=e™ " (83)

Vv

Fatwo przekonad si¢, wykonujac bezposredni rachunek, ze funkcje wtasne ope-
ratora pedu tworzg uktad ortonormalny:

<Qopn |Qopm> = 6nxmx5nymy6nzmz = 6532,9 (84)

gdzie 6, jest deltg Kroneckera.

Opisany sposOb normalizacji pozwala na traktowanie widma ciggtego jako
dyskretnego, gdyz odlegtosci pomiedzy sgsiednimi wektorami p, mozna uczynié
dowolnie matymi przyjmujac dostatecznie duze L. Wykonujac obliczenia nalezy
pamig¢taé aby bok pudia L byt znaczaco wiekszy niz rozmiary uktadu kwantowe-
go oraz na konicu obliczen nalezy przejS¢ do granicy L — oo aby wyeliminowac
efekty zwigzane z pudfem.

2. Normalizacja do delty Diraca. Rozwazmy iloczyn skalarny dwdéch funkcji
wlasnych operatora pedu (77), bez umieszczania uktadu w pudetku:

+00 +00 +00
<Qop |Qop/> — f dx f dy f dz |A|2€i(k;—kx)xei(k)’,—ky)yei(ké—kz)z' (85)
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Z. metod matematycznych fizyki wiemy, ze:

+00
f e®dx = 2n6(k), (86)

(o)

gdzie o(k) jest delta Diraca, tzn. takg “funkcja”, ze:

O0(k) =0gdy k # 0, fé(k)dk =1, ff(k)é(k)dk = f(0), (87)

gdzie zakladamy, ze przedzial catkowania zawiera punkt k = 0, natomiast f(k)
jest dowolng funkcja ciggla w punkcie k = 0. Zatem iloczyn skalarny (85)
WYynosi:

(@plppr) = IAP2r) 8(k; — k)S(k), = k)S(K, — k)

= |APQ2an)*s(p), = p)S(py — py)S(p. — p-)
= APQany’s%(p’ - p), (83)

gdzie skorzystano z relacji o6(ck) = l—il6(k). Zauwazmy, ze jeSli wybierzemy
|A*(2rh)? = 1 wtedy otrzymany iloczyn skalarny bedzie mial doktadnie taka
samg struktur¢ jak iloczyn skalarny funkcji unormowanych w pudle (84) z tg
roznica, ze delta Kroneckera jest zastgpiona przez delte Diraca. Dostajemy za-
tem unormowane do delty Diraca funkcje falowe operatora pedu:

6r(1) = e (89)
Oba podejscia sa sobie rownowazne, gdyz jak si¢ okazuje wyniki koricowe (np.
wartosci oczekiwane) nie zalezg od wybranego sposobu normalizacji.

Powr6¢my teraz do naszego pierwotnego problemu, czyli czastki swobodnej.
Fatwo przekonaé sie, ze funkcje wlasne operatora pedu sa réwniez funkcjami
wlasnymi Hamiltonianu:

2

h
—%W%m:@%vx (90)

gdzie teraz odpowiadajace im wartoSci wiasne wynosza £, = % i réwniez tworzg
ciggle spektrum. Stad petna funkcja falowa przyjmuje postaé:

2
i (DT p
Yp(r,1) = Appp(re Fin = Ap exp [l(? B 2_mht)]’ oD
lub wykorzystujac wektor falowy k = p/h otrzymujemy zgrabniejszg forme:
: hk?
Y (r, ) = A e *70 = —. (92)
2m
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Zatem dowolna kombinacja liniowa otrzymanych rozwiazan jest rowniez rozwig-
zaniem rownania Schrédingera:

w(r, 1) = (Z lub f d3k)Ak gltkr-wn (93)
k

gdzie sumowanie lub catkowanie wybieramy w zaleznoSci od sposobu normowa-
nie funkcji wtasnych operatora pedu. Rozwigzanie w tej w tej formie nazywamy
paczkq falowg. W przypadku gdy wykorzystujemy normowanie do delty Diraca
state Ay tworzg funkcje zmiennej k, tzn. Ay — A(k), ktéra w skrécie nazywa-
my profilem paczki falowej. Wielko§é |A(k )|*dk okreSla prawdopodobieristwo,
ze czastka ktora jest opisana funkcja falowa Y (r,t) posiada ped z przedziatu
h(k, k + dk).

Wyznaczmy profil paczki falowej dla kilku wybranych przypadkéw. Dla
przejrzystoSci wyrazen ograniczymy si¢ tylko do przypadku jednowymiarowego.
Dla normowania do delty Diraca mamy:

Y(x, 1) = f OOA(k) e k=D g, (94)

(89

W szczegblnosci dla chwili ¢ = 0 otrzymujemy:

W(x,0) = f wA(k)e”‘"dk. (95)

(o)

A wiec profil paczki falowej mozemy otrzymaé¢ wykonujac odwrotng transfor-
macje Fouriera funkcji falowej w chwili # = 0:

Ak) = % f Ool//(x,O)e_ikxdx. (96)

Inaczej méwiac profil paczki falowej jednoznacznie wyznaczony jest przez wa-
runek poczatkowy.
Rozwazmy trzy proste przypadki:

1. Niech czastka w chwili + = 0 bedzie zlokalizowana w punkcie x = O.
Wtedy funkcja falowa w chwili 1 = 0 ma postaé¢ ¥ (x,0) ~ 6(x). Profil
paczki falowej wynosi:

+00
Ak) ~ L f 5(x) e dx = L _ const. 97)
21 J_o 2
Zatem jesli czastka jest zlokalizowana w punkcie to ped tej czastki mo-
ze przyjmowaé wszystkie mozliwe wartosci z réwnym prawdopodobien-
stwem. Jest to konsekwencjg zasady nieoznaczonosci Heisenberga, gdyz je-
Sli czastka jest zlokalizowana to nieoznaczono$¢ potozenia wynosi Ax = 0,
stad nieoznaczono$¢ pedu musi wynosi¢ Ap = co.
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2. Niech czastka w chwili £ = 0 ma dobrze okreSlony ped réwny po = fiko.
Wtedy funkcja falowa w chwili # = 0 ma postaé ¥(x, 0) ~ ¢** co oznacza,
ze polozenie jest calkowicie nieokreslone gdyz |[y(x,0)|> ~ const. Profil
paczki falowej wynosi:

| el . 1
Ak) ~ — f % o7k dx = —216(ky — k) = 8(ky — k). (98)
2 J_ 2

(o)

Oznacza to, ze czastka moze mie¢ dobrze okreSlony ped (Ap = 0) tylko
wtedy gdy polozenie jest catkowicie nieokreSlone (Ax = oo).

3. Niech funkcja falowa w chwili = 0 wynosi:

2
w(x,0) = al ) . (99)

1
\2r(Ax)? ( 4(Axy?
Stad gestos¢ prawdopodobieristwa znalezienia czgstki w punkcie x wynosi:

W (x, 0)f° = (100)

1 ( x? )
—exp|———,
\271(Ax)? 2(Ax)?

a wiec jest ona dana przez rozktad normalny o wartosci Sredniej x = 0 1
odchyleniu standardowym Ax. Profil paczki falowej WYynosi:
Ak) = ikx) dx

21 ¢ \/Wf ( 4(Ax)y

VA 2
= —(kA ) 101
\E\hnexp[ ( X)] (101)

Stad gestos¢ prawdopodobienistwa znalezienia czastki o pedzie ik wynosi:

2
A = exp | -2(kAx)*| ~ exp l— 2} . (102)
1
7 N2m Z(E)
Widzimy wiec, ze otrzymaliSmy znéw rozklad normalny o wartoSci Sred-
niej k = 0 i odchyleniu standardowym 5. Nieokreslono$¢ potozenia i

pedu mozemy teraz utozsamié z odchylen1am1 standardowymi otrzyma-
nych rozktadéw. Ich iloczyn wynosi (Ap = hAk):
h h

o 103
IAx 2 (103)

OtrzymaliSmy minimalng warto$§¢ wynikajaca z zasady nieoznaczonos$ci
Heisenberga. Paczke falowa, ktéra minimalizuje zasad¢ nieoznaczonoSci
Heisenberga nazywamy minimalng paczkq falowq.
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5.2 Czastka w pudle

UmieSémy czgstke o masie m w jednowymiarowym pudle o szeroko$ci 2a z
idealnie sztywnymi i nieprzenikalnymi Sciankami, rys. 12. Potencjat opisujacy

L V(X)

8
2

A

Obszar zakazany
Obszar zakazany

-
-a +ta X

Rysunek 12: Jednowymiarowa studnia potencjatlu o idealnie sztywnych $cianach.

taki przypadek ma postac:

_ | +oo, dlalx| > a,
Vix) = { 0, dla |x| < a. (104)

Poniewaz $cianki sa nieprzenikliwe to prawdopodobieristwo znalezienia czastki
w obszarze |x| > a jest rowne zero (tzw. obszar zakazany). Funkcja falowa musi
w tym obszarze by¢ rowna zeru. Wtedy funkcja falowa ograniczona jest tylko
do obszaru |x| < a oraz ma postac:

wx, 1) = p(x)e ", <a, (105)
gdzie ¢(x) jest rozwigzaniem stacjonarnego rownania Schrodingera:

n* d*e(x)

2m  dx?
Jesli zdefiniujemy k*> = 2mE/R* > 0 to réwnanie przyjmuje posta¢ znanego z
fizyki klasycznej réwnania falowego:
d*p(x)

dx?

Jego rozwigzania ogélne majg postac:

= Ep(x). (106)

+ k*p(x) = 0. (107)

¢(x) = Asinkx + Bcos kx, (108)
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gdzie A 1 B sg dowolnymi statymi. Poniewaz funkcja falowa musi by¢ ciagla w
calej dziedzinie narzucamy warunki aby:

¢(=a) = ¢(a) =0, (109)
z ktorych otrzymujemy:

— Asinka + Bcoska

0 (110)
0 (111)

Asinka + Bcos ka

Réwnowazny uktad réwnan w formie macierzowej ma postac:

(112)

—sinka coska Al 0
sinka coska B|

Nietrywialne rozwigzanie istnieje tylko wtedy gdy wyznacznik macierzy jest
rowny zeru, czyli:

—2sinkacoska = -2 sin(2ka) = 0. (113)

Wigc rozwigzania réwnania Schrodingera istniejg tylko wtedy gdy:

nm
k=k,=—, n=0,+1,%£2,... (114)
2a
Poniewaz wyznacznik macierzy jest rowny zeru to rownania s3 liniowo zalezne
wiec wystarczy rozwazyC tylko jedno z nich:

Asink,a + Bcosk,a = 0. (115)

Poszukujemy rozwiazan nietrywialnych wigc nie mozemy przyjaé aby A i B bylo
jednoczesSnie rowne zeru. Zauwazmy, ze roOwnanie jest spetnione gdy: i) n jest
parzyste i stata B jest rGwna zero, ii) n jest nieparzyste i stala A jest rGwna zero.
Stad otrzymujemy dwie klasy rozwigzan:

Asink,x, dla n parzystych,

Bcosk,x, dla n nieparzystych. (116)

‘pn(x) = {
Zauwazmy, ze przypadek n=0 odpowiada rozwigzaniu trywialnemu czyli ¢o(x) =
0, wiec nalezy je odrzucié. Ponadto zauwazamy, ze dla n parzystych ¢,(x) =
—¢_,(x) natomiast dla n nieparzystych ¢,(x) = ¢_,(x) co oznacza, ze funkcje
roéznig si¢ tylko o stalg wiec nie nalezy ich traktowac jako rézne. W konse-
kwencji mozemy ograniczy¢ si¢ tylko do dodatnich wskaznikow n. State A i

33



B wyznaczamy z warunku unormowania, tzn. f ; lp(x)[?dx = 1. BezpoSrednim
rachunkiem tatwo sprawdzi¢, ze A = B = 1/+va. Ostatecznie otrzymujemy:

imqﬂg,mnﬂﬁjm,

ey =] Yo 2 (117)
——am«—»,dMn:ZQQNW
Va 2a
a z rownania (114) 1 definicji zmiennej k dostajemy:
hZ k2 h2 2.2
E,=—2=""" =123, (118)

2m  8ma?’

Zatem czastka uwieziona w studni potencjatu moze przyjmowac tylko dyskretne
wartosci energii E,,.

Rozwazmy jak zmienig si¢ rozwigzania réwnania Schrodingera, jesli nie-
skoiczong studni¢ potencjatu zastgpimy studnig o skoriczonej gtgbokosci, jak to
zostalo pokazane na rysunku 13. Studnia taka moze uwigzi¢ czastke tylko wtedy

4 V(X)

zakazany

Obszar klasycznie
Obszar klasycznie
zakazany

-a ta X
—_N—  —
vy Ve Vs

Rysunek 13: Jednowymiarowa studnia potencjatu o skoriczonej glebokosci.

gdy jej energia jest mniejsza od glebokosci studni. Potencjat teraz ma postaé:

| Vo, dlalx|>a,
W“‘{Q dla x| < a. (119)

Poszukujemy stanéw zwiazanych wigc ograniczamy si¢ tylko do przypadku E <
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V. Rozwigzanie réwnania Schrodingera bedzie miato postaé:

Yi(x, 1) = g1(x) e x < —a,
w(x,t) =4 Yn(x, 1) = pr(x) e Fh x € [~a,al, (120)
Y3(x, 1) = p3(x) e M x> a,

gdzie ¢;-1 »3(x) ponownie sg rozwigzaniami stacjonarnego rownania Schrodingera.
Dla obszaru x € [—a, a] potencjal nie ulegt zmianie wigc ogdlne rozwigzanie po-
zostaje bez zmian:

2mE
02(x) = Ay sinkx + By coskx, k= F:” . (121)
Dla obszaréw x < —a i x > a stacjonarne rownanie Schrodingera jest nastgpujace:
n? d2905= 3(x)
- o 4 Vo a(x) = B 5(). (122)
2m  dx
2m(Vy — E
Jesli wprowadzimy statg k* = % > 0 wtedy rownanie przybiera postac:
d*p;-
D) 1) =0, (123)
X
Ogdlne rozwigzania majg postac:
Pi=13(X) = Az 3 + Bizj 3¢, (124)

Pamigtajmy, ze poszukujemy stanéw zwigzanych wigc musimy narzuci¢ warunki:
p1(x = —0) =0, @3(x = +00) =0. (125)

Stad otrzymujemy ze state A3 i B; musza wynosi¢ zero. Rozwigzania majg postaé:

1(x) = Ae", (126)
©2(x) = Ay sinkx + B, cos kx, (127)
@3(x) = Bze™. (128)

Zauwazmy, ze z rozwiazan ¢,-;3 wynika istnienie skoniczonego prawdopodo-
bienistwa znalezienia czastki w obszarze x ¢ [—a, a], ktéry w klasycznym ujeciu
jest zakazany. Poniewaz potencjat doznaje skoriczonego skoku w punktach -a i
a zagdamy aby funkcja falowa byta ciagla i gtadka w tych punktach:

dp;(x) _ dpr(x)

p1(—=a) = pr(—a), p = s (129)
X lx=-a dx =
d d
02(a) = (@), ?m _ dp) (130)
x X=a d-x X=a

35



quanie to narzuca dodatkowe warunki na state A,-1, 1 B;—3, ktore w zapisie
macierzowym przybieraja postac:

e sinka —coska 0 A,
ke ® —kcoska —ksinka 0 A |
0 sinka coska —e™* || By |~ 0 (131)

0 kcoska —ksinka «ke™ B;

Ponownie rozwigzania istniejg tylko wtedy gdy, wyznacznik macierzy wynosi
zero. Poniewaz macierz zalezy tylko od k i «, ktére za$ sg funkcjami energii
E, zatem warunek zerowania si¢ wyznacznika macierzy dostarczy uwikltanego
réwnania na poziomy energetyczne f(k(E),k(E)) = 0. W ogdlnosci réwnanie to
nalezy rozwigza¢ numerycznie aby otrzymac¢ dozwolone poziomy energetyczne.
Dodajmy, ze w takiej sytuacji jedno z réwnan bedzie kombinacjg liniowg trzech
pozostatych, a wigc z czterech statych A;_; » 1 B;—; 3 efektywnie mozna wyznaczy¢
tylko trzy. Ostatnig statag wyznaczamy z warunku unormowania funkcji falowej,
ktéry w tym przypadku ma postac:

f e oPdx + f a0l + f eldx =1, (132)

(o)
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6 Kwantowy oscylator harmoniczny

W wielu zagadnieniach fizycznych mamy do czynienia z drganiami. W ideal-
nym przypadku uktad drgajacy traktujemy jako oscylator harmoniczny. Latwo
pokaza¢ réwniez, ze kazdy rzeczywisty uktad wykonujacy drgania wokét poto-
zenia stanu réwnowagi mozna traktowac jako oscylator harmoniczny badz zbi6r
niezaleznych oscylatoréw harmonicznych jesli tylko amplituda drgan jest wystar-
czajaco mata. Dodatkowo przypadek oscylatora harmonicznego jest jednym z
niewielu przypadkéw dla ktérych istnieje Sciste rozwigzanie (zaréwno w teorii
klasycznej, jak i kwantowej). Z tego powodu znaczenie zagadnienia oscylatora
harmonicznego jest nie do przecenienia w fizyce.

6.1 Rozwigzania réwnania Schrodingera dla oscylatora har-
monicznego
Rozwazmy ruch czastki o masie m w zewn¢trznym potencjale jednowymiarowe-
go oscylatora harmonicznego o czestosci w. Hamiltonian uktadu ma postaé:
~  hod s mw*x*
2m dx? 2
Poniewaz Hamiltonian nie zalezy od czasu to rozwigzania réwnania Schrodingera

beda mialy postaé y(x,t) = e p(x), gdzie p(x) jest rozwiazaniem stacjonar-
nego rownania Schrodingera:

(133)

h d*p(x)  mw*x?

" 2m dx? " 2

p(x) = Ep(x). (134)

WprowadZmy nowa bezwymiarowg zmienng & = x , /m_hw Réwnianie Schrodingera

przechodzi w:
)
dé?

+Ep(¢) — ep(€) = 0, (135)

gdzie ¢ = ™ jest bezwymiarowg stalg. W celu rozwigzania tego réwnania
w

zacznijmy od znalezienia asymptotycznego zachowania ¢(¢) dla & — +co. Wtedy
&2 > g i réwnanie (135) redukuje sie do:

d*(¢)

i L ee=0. (136)

Asymptotyczne rozwigzanie réwnania ma ogolng postac:

0(&) = AP + B, (137)
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gdzie A 1 B sa dowolnymi stalymi. Poniewaz funkcja falowa musi znikaé¢ w
nieskoficzonos$ciach to A nalezy przyjac za zero, co daje rozwigzania dla é — +oo
w formie:

Q&) ~ e, (138)

Postulujemy zatem, ze funkcja falowa moze by¢ przedstawiona jako:

o(&) = HE)e P, (139)

przy czym zakladamy, ze H(¢) jest wielomianem skoniczonego rzedu w celu
zapewnienia prawdziwosci warunku brzegowego ¢(¢ — +oo0) = (. Podstawiajac
postulowane rozwigzanie do réwnania (135) dostajemy:

H"(&) - 26H' (&) + (e — DH($) = 0, (140)

gdzie primowanie oznacza rézniczkowanie po £. Otrzymane réwnanie ma do-
ktadnie takg samg strukture jak znane z metod matematycznych fizyki réwnanie
Hermite’a:

H" (&) - 26H'(§) + 2nH(&) = 0, (141)

gdzie n = 0,1,2,... Wiemy, ze rozwigzaniami tego rOwnania sg wielomiany
Hermite’a stopnia n okreslone nast¢pujaco:

H, (&) = (—1)"efzj—;e-fz. (142)

Wigc rozwigzanie réwnania (140) zawsze istnieje gdy € — 1 = 2n. Stad otrzymu-
jemy warunek na poziomy energetyczne oscylatora harmonicznego:

1
En:hw(n+§), n=0,1,2,... (143)
Odpowiadajace im funkcje wlasne z doktadnoscig do statej normujacej wynosza:

_ [mw _imw .,
®n(x) —CHn( > x)exp( 5% ) (144)

Ostatecznie petna funkcja falowa ma postac:

_(mw\'* 1 [mw lmw , E,
Uu(x,t) = (E) WHn( 7x) exp (—§7x )exp (—z?t), (145)

gdzie jawnie podano warto$¢ statej normujace;.
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6.2 Widmo oscylatora harmonicznego

W poprzedniej czgSci pokazaliSmy, ze widmo oscylatora harmonicznego jest
dyskretne:

1
En:ha)(n+§), n=0,1,2,..., (146)

a poziomy energetyczne sg rownoodlegte o kwant energii Ziw. Rys. 14 przedstawia
kilka pierwszych funkcji falowych dla oscylatora harmonicznego (bez zaleznoSci
od czasu). Zauwazamy, ze funkcje falowe stanéw o coraz wyzszych energiach
oscylujg coraz szybciej w przestrzeni. Mozna pokazac, ze funkcja ¢,(x) posiada
n miejsc zerowych.

Ve — A
o é e ) B — /WX
- 3 A
S
=l v (%)
8E |
g3 Y W)
‘W E é_ 2
20 ¢ -
5’ A A
-l |
e L B T WX

-

Rysunek 14: Kilka pierwszych funkcji falowych dla oscylatora harmonicznego.

Energia E, = hw nazywa si¢ energiq drgani zerowych. Jest to energia sta-
nu podstawowego oscylatora harmonicznego, czyli stanu o0 najnizszej energii.
Skoriczona warto$¢ energii drgan zerowych jest konsekwencja zasady nieozna-
czonosci.

Dla oscylatora harmonicznego zachodzi réwniez bardzo ciekawa zaleznosc.
Mianowicie korzystajac z jawnej postaci funkcji falowej (145) mozna pokazac,
ze:

A mw?*x? E,
My =< > M) = 5 (147)
Poniewaz:
Ey = H)y,) =T +Vgop = Dhy,iy + Vy,0 (148)
zatem natychmiast otrzymujemy, ze:
. . E,
Do = Vuy = = (149)
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gdzie T = p%/2m oznacza operator energii kinetycznej. Otrzymane wyniki wy-
korzystamy do ustalenia ile wynosi wartos$¢ iloczynu nieoznaczonos$ci potozenia
i pedu w dowolnym stanie oscylatora harmonicznego. Przypomnijmy sobie, ze
rozrzut wokot wartoSci oczekiwanej mozna zdefiniowac jako:

@D = = @ T B = P = PR (150)

Poniewaz, potencjat oscylatora harmonicznego jest funkcja parzysta to z symetrii
problemu wyciagamy natychmiast wniosek, ze:

iy = Py = 0. (151)

Pozostate wielkosci obliczamy w nastgepujacy sposob:

2 . 2 E h 1
Oyaty = (== Vot = —5— = —|(n+= 152
iy = Vi = == = (n+ 2)’ (152)

A2 2 En 1
(D Dy = CmT )y, ) = 2m7 = mhw|n + 5] (153)
Otrzymujemy zatem:

¢ 5 ) 52 1

Ty (D) = \/<X D (P, = Ti|n+ = . (154)

Dla stanu n=0 otrzymujemy minimalng dopuszczalng nieoznaczono$¢ pedu i
potozenia (poréwnaj z zasadg nieoznaczonos$ci Heisenberga):

h

Do Py = PP = 5. (153)

Przyjeto nazywacé wielkoS$¢ [ —— dtugosciq oscylatora. Okresla ona “rozmiar”
mw

funkcji falowej w stanie podstawowym.
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7 Ruch czastki kwantowej w potencjale o symetrii
sferycznej

7.1 Operator momentu pedu

W mechanice klasycznej wektor momentu pedu okreSlony jest jako: L = rxp. W
mechanice kwantowej, zamieniajac r i p na operatory otrzymujemy: L = 7 X p.
We wspoétrzednych kartezjanskich sktadowe operatora momentu pedu majg

postac:
. 0 0
L, =—ih ()7— —2—),

oz 0y
. (.0 0
Ly, =—in (za - xaz), (156)
. 0 0
L, =—-ih|f— —-y—].
= fegs =53

Korzystajac z relacji komutacyjnych: [£, p;] = [¥, p,] = [£, p.] = ih, Tatwo poka-
zaé, ze

(L., L}] = ihLz’

[L.,L.] = ~ikL,,

[L,,L.] = ikL,.

Powyzszy zestaw regut komutacyjnych mozna zapisa¢ w zwarty sposéb:

3
[fzi,fzj] =1ih Z Ez‘jklAzk, (157)
k=1
gdzie przyjeliSmy oznaczenia osi: x = 1,y = 2,z = 3. Wielko$¢ € jest natomiast
zdefiniowana jako:
€jx = 1 gdy {ijk} jest parzysta permutacjg liczb {123},
€jx = —1 gdy {ijk} jest nieparzysta permutacjg liczb {123}, (158)
€jx = 0 w pozostalych przypadkach.
To oznacza, ze np. €13 = —1,€31 = 1,611 = 0.
Ze sktadowych operatorow momentu pedu mozna utworzy¢ jeszcze jeden
operator odpowiadajacy kwadratowi catkowitego moment pgdu:

P=0+L0+12 (159)

A A A

Zauwazmy, ze operator L* komutuje ze wszystkimi operatorami: Ly, L,
(tatwo to sprawdzi¢ korzystajac z wlasnosci: [AB, C] = A[B, C] + [A, C]B).
Powyzsze wlasnoSci operatora momentu pedu implikuja, ze:
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1. Funkcja falowa nie moze by¢ jednoczeSnie funkcja wlasng wszystkich
trzech sktadowych operatora momentu pedu.

2. W ogoélnosci nie mozna zmierzy¢ doktadnie wszystkich trzech sktadowych
momentu pedu czastki kwantowej (chyba ze jej catkowity momentu pedu
jest réwny zeru).

3. Mozna zmierzy¢ doktadnie tylko L? i jedna ze sktadowych L, tzn. funkcja
falowa moze by¢ co najwyzej funkcja wlasna L2 i jednej ze sktadowych L
(konwencja: zwykle wybieramy L.).

W celu jawnej konstrukcji funkcji wlasnych wygodnie jest przejS¢ do wspot-
rzednych sferycznych. Okazuje sic bowiem, ze w tej reprezentacji operatory L
zaleza tylko od dwéch wspotrzednych, podczas gdy we wspotrzednych karte-
zjanskich - od trzech. Aby dokona¢ transformacji nalezy skorzysta¢ z relacji
pomigdzy dwoma uktadami wspétrzednych:

X = rsinfcosd,
= rsinfdsing,
Z = rcoso,
gdzie: 0<r<o0,0<60<m0<¢<2nm,

oraz wyrazi¢ pochodne po wspétrzednych kartezjanskich przez odpowiednie wy-
razenia we wspotrzednych sferycznych, np:

9 _grd 900 99

— = — — —_—. 160
ox  oxor  0x00  ox 00 (160)
Otrzymamy wtedy:
P = infsingd +ctgo 9
x = 1 s1n¢60 ctg cos¢a¢ ,
iy = —infcossZL —ctgsing (161)
y = 1 ¢89 g ¢6¢ )
. 0
LZ = —lh%,
. 1 0 0 1 0
[’ = —W|——=|sin6—= —.
(ﬁn@@@(mn 69)+'gn296¢2)

Zacznijmy od funkcji wlasnej operatora L. Poniewaz jest on zalezny tylko
od ¢ zatem spodziewamy si¢, ze funkcja wlasna jest funkcja jednej zmiennej:

L.g(¢) = L.g(9). (162)
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Réwnanie to ma oczywiste rozwigzanie postaci g(¢) = A exp (’LT¢), gdzie A jest

dowolng stata. Z uwagi jednak na fakt, ze g(¢ +2m) = g(¢), ktéry wynika z defi-
nicji wspétrzednych sferycznych, musi zachodzi¢ warunek: L, = him, gdzie m =
0,+1, £2, .... Statag normalizacyjng mozna ustali¢ zadajac aby: fOZH lg(@®)|>dg = 1,
co daje A = \/%

Z postaci operatora > wynika, ze funkcja wlasna musi byé funkcja katow:
01 ¢. Czyli:

L’x(0.9) = Lx(6.9), (163)

co daje réwnanie:

1 o0 0 1 & L?

— W ———|sin6—| + — + = |x(0,9) =0. 164
(sineae (Sm 09) s gog F w69 (164)
Powyzsze réwnanie r6zniczkowe ma rozwigzanie (przy warunkach brzegowych
narzuconych przez definicj¢ katéw: 6 1 ¢) tylko dla %2 = Il +1), gdzie | =
0,1,2,3,.... Funkcje spetniajgce to réwnanie oznacza si¢ przez Y, (0, ¢), gdzie
m= —l,-l+1,..,l —1,l. Funkcje Y, nazywa si¢ funkcjami sferycznymi lub

harmonikami sferycznymi.
Kilka przyktadéw funkcji sferycznych:

Yaol6.6) = \/%

Yi0.9) = —\/g sin 0 exp(ie),
Yio(6, ) = \/%cose,

Y, 1(6,4) = \/g $in 0 exp(=id).

Jawng posta¢ harmonik sferycznych mozna znalez¢ np w ksigzce [2]. Harmoniki
sferyczne tworzg uktad ortonormalny na sferze, tzn.:

f AQ Y, (0, 8)Y i (0, 8) = 6Oy, gdzie dQ = d(cos 0)d. (165)

Podsumowujac: Harmoniki sferyczne tworza szukany uktad funkcji wia-
snych operatoréw L? i L:

L*Y,,,(6, $)
L.Y1,,(0, )

121+ 1)Y,,,(6, ¢), (166)
hmY;,,(0, ¢). (167)
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Zauwazmy ze dla kazdego [ istnieje 2/ + 1 dopuszczalnych rzutéw operatora
momentu pedu na oS z. Liczbe [ nazywamy orbitalng liczbg kwantowa, a liczbe
m - magnetyczng liczbg kwantowa. Wielkos$¢ 7 vI(/ + 1) mozna utozsamiaé z
wartoS$cig momentu pedu czastki.

7.2 Rozwigzania réwnania Schrodingera dla potencjalu sfe-
rycznie symetrycznego
Rozwazmy ruch czastki kwantowej w potencjale o symetrii sferycznej, tzn. takim

ktory we wspotrzednych sferycznych nie zalezy od katow: V(r,0,¢) = V(r).
Hamiltonian uktadu zapisany we wspéirzednych sferycznych ma postaé:

H = R (18 a+ ! asmea —1 & +V(r), (168)
2m\r2or Br r2sin 6 06 00 r2 sin” § 0¢? "

gdzie wrazenie w nawiasie jest operatorem V> wyrazonym we wspétrzednych
sferycznych. Zauwazmy ze powyzszy Hamiltonian mozna wyrazi¢ przez operator

[
. ”(1d(,0 1:2
H = _2m(rzar( o ))+V(r)+ —; (169)

Stad wynika, ze funkcje wtasne Hamiltonianu mozna zapisaé w postaci: ¥(r, 8, ¢) =
Jei(r)Y1,(0, @), gdzie fg/(r) spelnia rownanie:

) 2
(_h (1 a( 6)) V) + M)fEl(r)_EfEl(r) (170)

2m\r2or\ o

Wygodniej jest zamiast funkcji fg;(r) uzy¢ podstawienia ug(r) = rfg,(r). Wtedy
bowiem:

5 TV

Powyzsze rOwnanie przypomina réwnanie wlasne dla czastki kwantowej w jed-
nym wymiarze, poruszajacej si¢ w efektywnym potencjale V,((r) = V(r)+ hzlfrf:;l).
Drugi czion nazywa si¢ barierg centryfugalng (odSsrodkowa) i jest odpowiedzial-
ny za silniejsze odpychanie od Srodka potencjatu (r = 0) czastek o duzych
momentach pedu.

Zatem jesli potencjal ma symetri¢ sferyczng to aby znaleZ¢ jego stany wilasne
wystarczy rozwigza¢ zagadnienie wlasne tylko dla czesci radialnej funkcji falo-
wej. Czes¢ katowg funkcji falowej mozna bowiem wyrazié przez funkcje wlasne
operatora momentu pedu.

Uwagi:

2 2 2
( hd M)umv) Eug(r). (171)
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e Poniewaz funkcja falowa nie powinna by¢ osobliwa dla r = 0, zatem
ug;(0) = 0, co daje warunek brzegowy dla rozwigzania réwnania (171).

e Kazda wartoS¢ wlasna bedzie przynajmniej 2/ + 1-krotnie zdegenerowana.
Wynika to stad, ze E nie zalezy od magnetycznej liczby kwantowej.

e Rozwigzania odpowiadajgce réznym [ opisujg ruch czgstki kwantowej o
réznych wartoSciach momentu pedu. Zwykle wartosSci / oznacza si¢ w
fizyce literami: 0 =s,1 = p,2=d,3=f,4=g5=h,6=1,....
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8 Atom wodoru

Atom wodoru jest najprostszym atomem: ukladem dwéch natadowanych ciat
(protonu i elektronu). Zatem fizyka takiego uktadu powinna by¢ catkowicie zro-
zumiala na gruncie mechaniki kwantowej 1 teorii elektromagnetyzmu. Mimo
prostoty ukfadu otrzymanie rozwiazan, ktérych doktadnos¢ doréwna obecnej pre-
cyzji pomiarowej, jest zagadnieniem zlozonym i wymaga uwzglednienia wielu
dodatkowych efektéw, ktére pominiemy w obecnych rozwazaniach. Sg to:

o cfekty relatywistyczne,
e oddziatywania momentéw magnetycznych elektronu i protonu,
o cfekty wynikajace z kwantowej natury pola elektromagnetycznego.

W naszych rozwazaniach uwzglednimy jedynie dominujacy efekt, jaki daje od-
dzialywanie kulombowskie protonu i elektronu. Mozna powiedzie¢, ze nasz wy-
nik bedzie stanowié zerowe przyblizenie, bo poprawki zwigzane ze wspomniany-
mi wyzej efektami sg niewielkie. W ponizszych rozwazaniach bedziemy uzywaé

2 o
oznaczenia €* = = - ~ 14.399¢VA

8.1 Rownanie Schrodingera dla dwoch czastek

W przypadku atomu wodoru mamy po raz pierwszy do czynienia z ukladem
dwoch cial. Zatem funkcja falowa zaleze¢ bedzie zarowno od wspotrzednych pro-
tonu, jak 1 elektronu: y(r.,r,, ) . Wymaga to rozszerzenia interpretacji fizycznej
funkcji falowej na przypadek wielu ciat. W ogdlnosci zatem jesli mamy do czy-
nienia z ukfadem N rozréznialnych ciat (rozréznialnych przy pomocy np. takich
atrybutéw jak masa, fadunek elektryczny), to funkcja falowa y(ry,rs,...,ry,t)
ma nast¢pujacg interpretacje:

o Wielko$¢ |y(ry,rs, ..., ry, 1)]> oznacza gesto$é prawdopodobiefistwa znale-
zienia w chwili ¢ pierwszej czastki w punkcie ry, drugiej w r,, itd.

e Wielkosé fd3r2 fd3r3... fd3rN|w(r1,r2, ...y, 1> oznacza gesto$é praw-
dopodobiernistwa znalezienia pierwszej czastki w chwili ¢+ w punkcie ry,
bez wzgledu na to gdzie si¢ znajduja pozostale czastki.

e Analogicznie mozna okresli¢ dwu-, tréj- lub wieloczastkowe gestosci praw-
dopodobieristwa, jako przypadki poSrednie pomiedzy dwoma powyzszymi.
Zauwazmy, ze w ogolnosci nie da si¢ skonstruowaé funkcji falowej, ktora
by odpowiadata takim ggstoSciom.
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e 7 powyzszych rozwazan wynika, ze na funkcje falowa wielu ciat nalezy
narzuci¢ warunek normalizacyjny:

fd3r1 fdzrz...fd3rN|w(r1,r2,...,rN, l)|2 =1

Szukamy stanéw stacjonarnych atomu wodoru opisanego Hamiltonianem:

N h? h? e’
H=- 2o — V- . (172)
2m, 2m, ? |r.-r,
tzn. chcemy rozwigzaé zagadnienie wlasne:
HY(re,r,) = EY(re.ry). (173)

8.2 Uklad srodka masy

Dla uproszczenia zagadnienia wygodnie jest przej$¢ do uktadu srodka masy:

1
R = M(mprp +mcr.), M =m,+m,,
r = r,—r,. (174)
Wiemy bowiem, ze w przypadku uktadu izolowanego Srodek masy bedzie poru-

sza¢ si¢ ruchem jednostajnym, prostoliniowym. Po zamianie zmiennych Hamil-
tonian uktadu bedzie postaci:

A K2 K2 e A A
H=-—V2-—V’-—=H, +H,, 175
oM R 2y ! (175)
gdzie u = 2™ jest masa zredukowana ukladu. Hamiltonian H,,,, zalezy tyl-

mp+me

ko od wspélrzednych srodka masy R, podczas gdy Hamiltonian H;, opisuje
ruch wzgledny dwoéch czastek. Warto zauwazy¢, ze [H., Hin] = 0, co powo-
duje ze funkcja wlasna zapisana w nowych zmiennych separuje si¢: ¥(r,,r,) =
V(R + %r,R - mﬁ”r) = ¢(R,r) = U(R)x(r). Funkcja U(R) jest funkcja wtasng
H.,, opisujacego ruch srodka masy i ma postaé fali ptaskiej exp(iK - R), odpo-
wiadajacej energii E,,,(K) = % Natomiast funkcja y(r) opisuje ruch wzgledny
protonu i elektronu:

Hiux (r) = ex(r), (176)

gdzie E = E.,, + €. Rozwigzanie powyzszego rOwnania jest naszym zasadniczym
celem.
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8.3 Rozwigzania réwnania Schrodingera dla potencjalu ku-
lombowskiego

Hamiltonian H,,,, z formalnego punktu widzenia, opisuje ruch czastki o masie u
w zewnetrznym potencjale o symetrii sferycznej. Korzystajac zatem z wynikéw
poprzedniego rozdzialu wiemy, ze funkcje wiasne tego Hamiltonianu mozna
zapisac jako:

uel( )

X(T) = fa(r)Y (0, ¢) = Yim(6, ¢), (A77)

gdzie Y;,,(6, ¢) sa harmonikami sferycznymi, a ud(r) spelnia réwnanie:

wPd e R+ 1)
(_ZW -t W)Mez(l’) = €eup/(r). (178)

Wygodnie jest wprowadzi¢ wielko$ci bezwymiarowe: p = r/a i €' = ea/e?, gdzie
a= 7’722 Wielkos$¢ a, nazywana promieniem Bohra, wprowadza charakterystyczng
skale dtugosci w naszym uktadzie.

W nowych wspétrzednych powyzsze réwnanie przyjmuje postac:

+
dp? p?

2
(d 2 l(l+1)+26')ue/l(r):0. (179)

Poniewaz interesujq nas tylko stany zwigzane ukfadu ograniczymy si¢ do przy-
padku €’ < 0. Z powyzszego réwnania mozna fatwo wyznaczy¢ posta¢ asympto-
tyczng funkcji u, tzn gdy 2/p, [(I + 1)/p << |€’|. Wtedy u.(r) o« exp(— V-2€'p).
Widaé zatem, ze szybkoS¢ zanikania u jest wyznaczona przez promien Bohra
a. W ogblnym przypadku réwnanie (179) jest spelnione przez stowarzyszone
wielomiany Laguerra, przy warunku, ze 2¢’ = (m+l+1)2’ gdzie m,[ = 0,1,2,.

Zatem € = —ﬁ , gdzie wprowadziliSmy oznaczenie: n = m+I[+1in=1,2, 3,
(n nazywa¢ bedziemy glowng liczbg kwantowg). Wynika stad ze kazdy stan o
ustalonym 7 jest n’-krotnie zdegenerowany, rys 2??2. Istotnie, dla ustalonego n, [
moze przybiera¢ wartoSci od zera do n — 1, a pamigtajac ze orbitalnej liczbie
kwantowej odpowiada 2/ + 1 dopuszczalnych rzutéw momentu pedu, otrzymuje-
my wyrazenie na stopien degeneracji:

n—1 n—1

Z(21+1):2Zz+n:2
=0

=0

_1(n—1)+n:n2. (180)

Funkcja falowa stanu podstawowego ma postac:

2
Xn=11=0m=0(") = — exp(=r/a)Yoo (6, ) = exp(-r/a), (181)

2
Vara
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Rysunek 15: Degeneracje poziomdéw energetycznych w atomie wodoru.

i odpowiada energii € = —’%. Ogolna posta¢ funkcji falowej odpowiadajaca

liczbom kwantowym n, [, m jest postaci:

3 !
anm(r):—\/(i) M(ﬁ) Lﬁ{:ﬁ(2r)exp(—i)Y,m(9,¢), (182)

na) 2nn+10')? \na na na

d2l+l

gdzie L2 (x) = 455 L, (x) jest stowarzyszonym wielomianem Laguerra.

Uwagi:
e Poniewaz m, ~ 2000m,, zatem u ~ m, jest nieztym przyblizeniem.

e Weryfikacji doSwiadczalnej energii stanéw wlasnych dokonano mierzac
energi¢ Swiatla emitowanego przez wzbudzony atom wodoru. Na przy-
ktad mierzona tzw. seria Balmera wyraza si¢ wzorem A = B%, gdzie
A jest dtugoscig fali Swiatla emitowanego przez atom wodoru, gdzie do-
Swiadczalnie wyznaczone B (stala Balmera) wynosi ok. 364.56nm. Latwo
sprawdzié, ze ten wzér doSwiadczalny otrzymuje si¢ przy zalozeniu, ze
atom podlega deekscytacji ze stanu o n = 3,4, ... na drugi stan wzbudzony
n=72.

e Woddr posiada nieskoniczenie wiele stanéw zwigzanych.
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e Degeneracja stanéw w atomie wodoru jest wigksza niz 2/ + 1-krotna. Jest
to zwigzane z tym, ze potencjal typu 1/r posiada wyzsza symetri¢, niz
symetria sferyczna, zwigzana z grupg obrotéw w trzech wymiarach.
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9 Sformulowanie mechaniki kwantowej w przestrze-
ni Hilberta

9.1 Przestrzen Hilberta

Przestrzen liniowa V z iloczynem skalarnym (.,.): V X V — C spelniajaca wia-
snosci:

1. (¢,¢) >0, oraz (¢,¢) = 0 tylko gdy ¢ =0,
2. (B¢ +x) = (9, 9) + (9. %),

3. (¢, ay) = a9, ),

4. (9. 9) = W, 9),

dla dowolnych ¢, ¢,y € V 1 @ € C, nazywamy przestrzenig unitarng. Przestrzen
unitarng 1 zupetng nazywamy przestrzenig Hilberta (bedziemy oznaczaé przez
H).

Z. uwagi na wilasnosS¢ (4) kolejnos¢ elementéw w iloczynie skalarnym ma
znaczenie i dlatego wprowadza si¢ tzw. notacje Diraca, ktéra pozwala tatwo roz-
rozni¢ wektory “lewe” (typu bra) od wektoréw “prawych” (typu ket). Oznaczmy
wektory ¢ jako wektory “prawe”: |¢). Natomiast wektory typu bra definiujemy
jako funkcjonaty liniowe okreSlone na wektorach typu ket zgodnie z relacja:

Fu(e)) = (. ). (183)

Przestrzei funkcjonaléw liniowych nazywamy przestrzenig dualng do V 1 jej
elementy oznaczamy jako wektory typu bra: (| = F.

Operatorem liniowym w przestrzeni Hilberta nazywamy przeksztalcenie A :
H — H, ktére spetnia warunek:

Alalgr) + aalgn)) = a1 Algy) + arAlg), (184)

dla dowolnych ay,a; € C i |¢), |¢,) € H.

9.2 Baza ortonormalna i reprezentacje wektoré6w w przestrze-
ni Hilberta

Iloczyn skalarny pozwala wprowadzi¢ pojecie wektoréw ortogonalnych i unor-
mowanych. Wektory ¢ i1 ¥ nazywamy ortogonalnymi jesli zachodzi: (¢ [y) = 0.
Jezeli ponadto (¢|p) = (Y ly) = 1, to wektory te sa unormowane (tzn. sg
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wzgledem siebie ortonormalne). Dowolny, niezerowy, nieunormowany wektor ¢
mozna unormowaé: ¢ = ——¢.

V@.9)

Jesli dysponujemy baza ortonormalng w przestrzeni Hilberta, to mozemy
wprowadzi¢ pojecie reprezentacji dowolnego wektora w tej bazie (SciSle rzecz
biorgc niekoniecznie musi to by¢ baza ortogonalna, ale w praktyce najwygod-
niej uzywac takich baz). Niech ukfad wektoréw |¢@;), tworzy baze¢ ortonormalna,
wtedy dowolny wektor typu ket mozemy jednoznacznie zapisa¢ w tej bazie jako:

W) =) el (185)

k

Zestaw wspolczynnikéw c; bedziemy nazywal reprezentacjy [) w tej bazie.
Wygodnie jest przedstawiaé zestaw wspotczynnikow jak wektor ¢ w przestrze-
ni zespolonej CV, gdzie N jest rozmiarem tej przestrzeni réwnej wymiarowi
przestrzeni Hilberta (N moze by¢ nieskoficzone). Zatem ustalenie pewnej bazy
ortonormalnej w przestrzeni Hilberta pozwala nam dokonaé przyporzadkowania
abstrakcyjnym wektorom z przestrzeni Hilberta, wektoréw liczbowych z prze-
strzeni zespolonej.

Zauwazmy, 7e baza |¢;) implikuje istnienie bazy wektorow typu bra w prze-
strzeni dualnej: (¢ |. Dzigki temu mozemy w tej bazie rozwing¢ dowolny wektor
typu bra:

W= aldnl. (186)
Latwo zauwazy¢, ze poniewaz k
(@ilwy = ) eldilge) = ci (187)
oraz k
(@ily) = W lg)", (188)

zatem ¢, = ¢;. Ponadto z uwagi na to, ze
Wipy = lel (189)
k

zestaw wspofczynnikow ¢, = ¢, bedacych reprezentacja wektorow typu bra,
wygodnie jest zapisywaé jako c'.
Uwaga:

e Czasem wygodnie jest uzywaé bazy ciaglej, np. |p(1)), gdzie 4 € R:
(D) |p(A)) = 6(4 — A’). Takie wektory nie sg unormowane i nie nale-
73 do przestrzeni Hilberta. Powyzsze relacje tez sa wtedy spetnione jesli
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zastgpimy sumowanie catkowaniem:

) f dAcDIGD), (190)

2 fd/l (AP . (191)

e Powszechnie uzywanym rodzajem bazy cigglej jest baza potozeniowa |r)
zdefiniowana jako wektory wlasne operatora polozenia 7 = (X, y,2). Wek-
tory tej bazy sgq nienormowalne i nie nalezg do przestrzeni Hilberta. W tej
bazie powyzsze relacje przyjmujg postac:

) fa’3r<r lolr), (192)

2 f drp Ir)r|. (193)

WielkoSci (r [v) nazywamy funkcjg falowa i oznaczamy przez (r). Zatem
funkcja falowa jest po prostu szczeg6lng reprezentacjg wektora z przestrze-
ni Hilberta w bazie stanéw wilasnych operatora polozenia.

9.3 Operatory liniowe i ich reprezentacje w przestrzeni Hil-
berta

Analogicznie jak w przypadkéw wektoréw z przestrzeni Hilberta, mozemy, dys-
ponujac bazg ortonormalng, skonstruowac reprezentacje operatoréw liniowych.
Kazdy operator liniowy jest bowiem jednoznacznie wyznaczony przez zestaw
elementéw macierzowych Ay = (i |Alg)). Wéwezas dla ustalonej reprezentacii
relacja:

Alyy = '), (194)

przechodzi w zwigzek macierzowy:
Ac=¢, (195)

gdzie macierz A ma elementy Ay, a wektory ¢ i ¢’ sg reprezentacjami wektorow

) 1l
Uwaga: W przypadku bazy ciagglej powyzsza relacja przechodzi w réwnanie
catkowe:

fd/l’A(/L () = c(Q). (196)
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Rodzaje operatoréw:

e Operatorem sprzezonym hermitowsko do operatora A nazywamy operator
AT, taki ze dla dowolnych |¢) i |¢) zachodzi:

@IAY) = W 1Alp)" (197)
Zatem w szczegOlnosci w bazie ortonormalnej |¢;) mamy:
(@ 1A"0) = (i Alpr)". (198)

Oznacza to, ze reprezentacja operatora A” bedzie macierz sprzezona her-
mitowsko do A.

e Operator, dla ktérego A = A" nazywamy hermitowskim lub samosprze-
zonym. (W rozwazaniach pomijamy zagadnienie dziedziny operatora. Mo-
ze si¢ bowiem zdarzy¢, ze operator nie jest okreSlony na catej przestrzeni
Hilberta, oraz ze operatory A i A" maja rézne dziedziny.)

e Niech H, € H bedzie podprzestrzenia przestrzeni Hilberta. Operator Py,
taki ze

Poly) o) € Ho, oraz
W —=volpo) = 0,

dla kazdego |[¢) € H nazywamy operatorem rzutowym. Operator rzutowy
spetnia relacje PoPy = Py, bo rzutowanie wektora nalezacego do HH, nie
zmienia wektora. Operator P, mozna wyrazi¢ przy pomocy bazy ortonor-
malnej w H jesli wybierzemy ja tak aby jej czeS¢ rozpinala przestrzen
Hy. Niech np. wektory |¢;), k = 1,..., N rozpinaja przestrzen H, (czyli
dim H, = N), wtedy

N
Py =" 160 | (199)
k=1

Operator rzutowy realizuje operacje analogiczng do znanej ze zwyklej
geometrii operacp rzutowania prostopadlego A\ przypadku gdy Hy =H
operator P jest operatorem jednostkowym Py = 1. Nietrudno zauwazy¢,
ze operator rzutowy jest hermitowski i posiada wartoSci wtasne 0 1 1.

e Operator U nazywamy unitarnym jesli:
U'u=0U0"=1 (200)

Reprezentacja operatora unitarnego jest macierz unitarna. Operator unitar-
na nie zmienia dlugosci (normy) wektora, na ktéry dziata.

54



9.4

1.

Postulaty mechaniki kwantowej

Kazdemu uktadowi kwantowemu odpowiada zespolona przestrzefi Hilber-
ta.

Kazdej wielkoSci mierzalnej w mechanice kwantowej odpowiada linio-
wy, samosprzezony operator dziatajacy w przestrzeni Hilberta zwigzanej
z uktadem, na ktérym dokonujemy pomiaru.

. Stan uktadu kwantowego reprezentowany jest przez unormowany wektor

| (¢)) z przestrzeni Hilberta (nazywany wektorem stanu). Ewolucja wektora
stanu wyznaczona jest przez réwnanie Schrodingera:

d A
th— () = Hiy@)), (201)

gdzie H jest operatorem samosprzezonym zwanym Hamiltonianem. (Uwa-
ga: dotyczy to tylko tzw. standéw czystych, ktére mozna opisa¢ pojedyn-
czym wektorem stanu. Czasem wektor stanu nie moze by¢ okreSlony i
wtedy ewolucja uktadu wyznaczona jest przez ewolucje operatora gesto-
Sci.)

Jesli uktad kwantowy znajduje si¢ w stanie [iy) to pomiar wielkoSci fi-
zycznej odpowiadajacej operatorowi A daje jedna z wartosci wlasnych A z
prawdopodobiefistwem proporcjonalnym do [{¢; [/)|>, gdzie Algbi) = a;|¢;).
Jezeli |¢;) sa unormowane, oraz warto$¢ wilasna jest niezdegenerowana
wtedy prawdopodobiefistwo jest doktadnie réwne [(¢; |y)|°.

Gdy stopient degeneracji warto$ci wlasnej a; wynosi M to prawdopodo-
biefistwo jest réwne Y, ¢! W), gdzie Algl) = ailg!).

. W wyniku pomiaru wielkoSci a; stan uktadu reprezentowany przez wektor

[y podlega redukcji, tzn:
W) = NP, ), (202)

gdzie Isai jest operatorem rzutowym na podprzestrzein rozpi¢tg przez stany
wlasne odpowiadajace wartoSci wlasnej a;, a N jest stalg normalizacyjng:

N = N (203)

NCAIA |

Uwagi:
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Z. powyzszych postulatow wynika, ze mamy dwa rodzaje ewolucji wektora
stanu w mechanice kwantowej. Pierwszy jest wyznaczony przez rOwnanie
Schrodingera i jest catkowicie deterministyczny, tzn. znajac wektor stanu
w dowolnej chwili 7y mozemy jednoznacznie wyznaczy¢ jego posta¢ w
dowolnej chwili péZniejszej lub wczesniejszej. Drugi sposéb ewolucji ma
charakter probabilistyczny i jest zwigzany z aktem dokonywania pomiaru
na uktadzie kwantowym.

Roéwnanie Schrodingera dla wektora stanu typu ket wyznacza tez rownanie
dla odpowiadajacego mu wektora typu bra:

d n
—ih )] = WO H (204)
p

Jezeli wybierzemy baze¢ ortonormalng w przestrzeni Hilberta to w repre-
zentacji wyznaczonej przez t¢ baz¢ rownanie Schrodingera przechodzi w
uktad réwnan rézniczkowych:

Ld
zhac(t) = Hce(t). (205)

Jesli Hamiltonian nie zalezy od czasu to formalne rozwigzanie réwnania
Schrodingera ma postac

l(2)) = exp (%FI(I - to)) W (20)), (206)

gdzie operator ewolucji exp (%’H (t— to)) nalezy rozumie¢ w sensie rozwi-
nigcia:

—i A A A
exp(%H(t—to)) = Z(TO) FH". (207)
k=0 ’

Operator ewolucji jest operatorem unitarnym.
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10 Obraz Schrodingera i Heisenberga

W formalizmie mechaniki kwantowej ani wektory stanu, ani operatory nie sg
wielko$ciami mierzalnymi. Mierzalne sg jedynie elementy macierzowe (¢ IAIw).
Stad wynika dowolno$¢ w sposobie opisywania ewolucji uktadu kwantowego.
Mianowicie zamiast opisywaé ewolucj¢ wektoréw stanu zgodnie z réwnaniem
Schrodingera, mozna zamiast tego rozwazaé ewolucje operatoréw przy statych
wektorach stanu. Pierwszy z tych sposobow nazywa si¢ obrazem Schrodingera,
a drugi - obrazem Heisenberga.
Rozwazmy ewolucje wielkosci: (¢(¢) |Aly (1))

(@) Al () = ($(to) | exp (%ﬁa - to>) Aexp (%Fm - ro)) W), (208)
Jesli oznaczymy AH(I) = exp (%I—AI(I - to)) A exp (‘#ﬁ(r - to)) to

(@@ 1A(D)) = (@(10) |Au (DI (19)).- (209)
Operator Ay(t) jest operatorem w obrazie Heisenberga i spelnia réwnanie ruchu

d . d (i - (=in
—Au(0) = Eexp( H(z—zo))Aexp(%H(t—to))

= exp( H(t—to)) 'ﬁfiexp(_—i[:l(t—to))

+ exp( H(t—to)) % Xp(—H(t—to))
1 . N

= E[AH(t)vH],

czyli

d . 1
EAH(I) [AH(I) A). (210)
Zatem w obrazie Heisenberga to operatory ewoluujg w czasie zgodnie z powyz-
szym rownaniem ruchu, podczas gdy wektory stanu sg stale. Zauwazmy ponadto,

ze I:\I = I:\IH.
Uwagi:

e W mechanice klasycznej wielko$¢ A(q, p) spelnia réwnanie ruchu:

d
—A=(AH), (211)

gdzie H = H(q, p) jest funkcjag Hamiltona, a {.,.} - nawiasem Poissona. W
tym sensie w mechanice kwantowej: {.,.} — %[., .
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e Oprécz obrazu Schrodingera 1 Heisenberga mozliwe jest wybranie obrazu
posredniego, w ktérym dzielimy Hamiltonian na dwie czesci H = H,+H; i
definiujemy: A;(r) = exp (%FI,(I - to)) Aexp (‘#I—AI,(I - to)). Wtedy zaréwno
operatory A,(r) ewoluuja w czasie zgodnie z réwnaniem:

d . 1 . N
EAI(I) = E[Al(t),HI]a (212)
jak 1 wektory stanu:
d N
ihalw(t» = Hyly(0)). (213)
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11 Naftadowana czgstka w polu elektromagnetycz-
nym

11.1 Hamiltonian ukladu

W mechanice klasycznej funkcja Hamiltona opisujgca ruch natadowanej czastki
w polu elektromagnetycznym (e.m.) ma postac:

1 2
Hop0 =5 - (p _ SA(r, t)) T ed(r, 1), (214)

gdzie A(r,t), ¢(r,t) sa potencjatami pola e.m. i wiaza si¢ z wektorami nateze-
nia pola elektrycznego E(r,t) i wektorem indukcji pola magnetycznego B(r, 1),
poprzez relacje:

E(r,1)
B(r,1)

10
=Vo(r, 1) - EEA(r’ 1), (215)
V X A(r,1). (216)

W mechanice kwantowej odpowiedni Hamiltonian bedzie postaci:

1 (% e 2
A — (—,v — —A(r, t)) +ed(r, 1)
2m\ i c
_ —h—sz B he
2m 2mic

T ar v (5)2 (A@r, D)) + ed(r, 1). 217)
mic 2m \c

(V- A(r,1))

Potencjaly pola e.m. nie s3 wyznaczone jednoznacznie i kazda transformacja
postaci:

A'(r,t)
¢'(r,1)

A(r,t)+Vf(r,1), (218)
10

or, 1) — ——f(r, 1), (219)
c ot

gdzie f jest dowolng funkcja, prowadzi do tych samych pol: E(r,t), B(r,1).

Wykorzystujac te swobod¢ mozemy narzuci¢ dodatkowy warunek: V-A(r, 1) =
0, noszacy nazwe cechowania kulombowskiego (lub poprzecznego). Wtedy wy-
razenie na Hamiltonian uprosci si¢ nieco:

2
He-lg 4. ve L (5)2 (A, D)) + ed(r, 1). (220)
2m

2m mic c
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11.2 Przypadek stabego pola magnetycznego

Rozwazmy teraz przypadek stabego i jednorodnego pola magnetycznego. Przyj-
mijmy dla ustalenia uwagi, ze pole jest skierowane wzdtuz osi z, tzn. B = Be,.
Wtedy A = g(—yex + xe,) 1 oczywiScie spetnia warunek cechowania kulombow-
skiego. Poniewaz pole jest stabe wiec pomijajac cztony wyzsze od liniowych w
B mozemy zapisa¢ Hamiltonian jako:

2
N B
b= _h_vz _ E_( yi + x—) +eg(r, 1). (221)
2m mic 2 ox

. . P _ . ) 0 .
Poniewaz L, = —lh(xa—y - y3,;) zatem:

N n?
H=-——V>- —BL +ed(r, ). (222)
2m 2m
W ogélnosci dla dowolnego kierunku pola magnetycznego Hamiltonian przyj-

mie postac:

. 2
H = —%VZ —fi- B +e¢(r,1), (223)

gdzie fi = ﬁl: oznacza operator momentu magnetycznego czastki.

Niech ¢(r) = ¢(r) bedzie potencjatem sferycznie symetrycznym. W przypad-
ku gdy B = 0 stany wlasne Hamiltonianu mozna numerowac¢ liczbami kwanto-
wymi: E, [, m:

Hy|Elm) = E|Elm), (224)

gdzie Hy = —%VZ + e¢(r). Kazda z energii wlasnych bedzie przynajmniej 2/ + 1-
krotnie zdegenerowana. Po wlaczeniu statego pola magnetycznego wzdtuz osi z
(kierunek pola nie ma znaczenia, bo potencjal jest sferycznie symetryczny i nie
wyrdznia zadnego kierunku) degeneracja zostanie zniesiona bowiem:

(Ho — [A.B)|Elm) = (E - @m) |Elm). (225)
2mc

Zatem w polu magnetycznym multiplet stanéw o ustalonym / ulega rozszcze-
pieniu w zalezno$ci od wartoSci magnetycznej liczby kwantowej, rys. 16. Dla
stabych pdol magnetycznych to rozszczepienie jest proporcjonalne do B:

Bh
E,=E-n. (226)

WielkoS$¢ up = % gdzie m, jest masg elektronu, nazywamy magnetonem Bohra.
Magneton Bohra jest wygodng jednostkg do wyrazania momentéw magnetycz-
nych w fizyce atomowej i molekularne;.
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A W przypadku braku
E pola stan jest 261
krotnie zdegenerowany

[: - m=0

aloelauabap
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Rysunek 16: Rozszczepienie multipletu stanéw o ustalonym / w stabym polu
magnetycznym.

11.3 Atom wodoru w stalym polu magnetycznym

Podobne zjawisko rozszczepienia stanéw wiasnych powinno zachodzi¢ dla ato-
mu wodoru umieszczonego w zewnetrznym jednorodnym polu magnetycznym.
W przypadku stabego i jednorodnego pola magnetycznego Hamiltonian bedzie

postaci:
n? / R R e’
Vg—mvi—ﬂe'lf—ﬂp'lf—
gdzie i, i fi, sa operatorami momentow magnetycznych dla protonu i elektronu.
Poniewaz m,, ~ 2000m, zatem wplyw dziatania pola magnetycznego na elek-
tron bedzie dominujacy 1 mozemy w pierwszym przyblizeniu pomina¢ czion
fi, - B . Z tego samego powodu przyjmijmy, ze masa zredukowana yu = m,.
Wtedy Hamiltonian opisujacy ruch wzgledny bedzie postaci:

A=-

(227)

2me p |re_rp|’

V-4, -B-—. (228)
r

Energie wlasne beda dane wyrazeniem

mee*  eBh
= — - . 229
€ 2h2n? 2mecm (229)

Z powyzszego wzoru wynika, ze pierwszy stan wzbudzony zawierajacy stany o
[ = 0,1 rozszczepi si¢ na 3 stany. Natomiast stan o n = 3 rozszczepi si¢ na 5
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stanow gdyz zawiera stany o [ = 0, 1, 2. Stan podstawowy nie ulegnie natomiast
rozszczepieniu poniewaz nie jest zdegenerowany, rys. 17.

€ 4 Krotho$é
0+ — — — — — — — — _ _ rozszczepienia
m=2
m=1
(.55;2}?;1({) G;- m=0 5 18
’ m=-1 w)]
- F 2
m=1 ﬂ '_é,
(25,1p) €, rmmmm==—= m=0 Blllal g i &
m=-1 g S
- (1°]
Z S
(1]
(1s) €, m=0 g 9
} f i } .
B

Rysunek 17: Rozszczepienie multipletu stanéw dla atomu wodoru w stabym polu
magnetycznym.

Powyzszy wynik jest jednak niezgodny z danymi eksperymentalnymi, gdzie
zaobserwowano iz stan podstawowy rozszczepia si¢ na 2 stany, stan o n = 2 na
8 standw, a stan o0 n = 3 na 18 stanéw. Efekt ten nazwano anomalnym efektem
Zeemana (efekt Zeemana polega na rozszczepieniu stanOw w zewnetrznym polu
magnetycznym).

62



12 Spin

12.1 Wyjasnienie Pauliego

Propozycje wyjasnienia rozszczepienia stanéw widocznych w anomalnym efekcie
Zeemana zawdzi¢gczamy Pauliemu, ktéry zaproponowal wprowadzenie dodatko-
wego stopnia swobody elektronu, zwanego spinem. Ten stopien swobody sprzgga
si¢ z polem magnetycznym podobnie jak moment pedu w réwnaniu (222). Po-
niewaz w atomie wodoru stan podstawowy o / = 0 rozszczepia si¢ na dwa stany,
zatem Pauli zaproponowal aby przypisaé elektronowi spin %h, ktéry moze wy-
stepowaé w dwéch rzutach na ustalona o§: +17. Z formalnego punktu widzenia
oznacza to, ze przestrzeni Hilberta elektronu bedzie suma prosta H®H;,;,, gdzie
Hpin jest dwuwymiarowa.

Nazwa “‘spin” sugeruje, ze jest to wewnetrzny moment pedu elektronu zwig-
zany z wirowaniem elektronu. Takie analogie, przy dokladniejszym zbadaniu, nie
wytrzymujg jednak krytyki i najbezpieczniej jest przyjaé, ze spin jest wewnetrz-
nym stopniem swobody czastki, podlegajacym podobnym regutom jak moment
pedu. Jego natura nie jest jednak dobrze znana. Okazuje si¢ réwniez, ze wiele
czastek poza elektronem posiada taki wewnetrzny stopienn swobody.

12.2 Operator spinu

Analogicznie zatem jak w przypadku stanéw wiasnych orbitalnego momentu

pedu: |Im), stany wlasne spinu sg postaci: |1 + 1), tzn:
~ 11 1/(1 1 1
loxo) = oo+ 1)ls xS 230
S|2+2> AT |2+2>, (230)
~ 1 1 Al 1
S| =+=) = x=|=%x-=), 231
z|2 2) 2|2 2> (231)

gdzie §% = §7+87 +52. Operatory spinu spetniajg takie same reguty komutacyjne
jak operatory momentu pedu:

[S;, S, = if Z & i1Sk» (232)

[S., 5% =0, (233)

gdzie przyjeliSmy oznaczenia osi: x = 1,y = 2,z = 3. W konkretnej reprezen-
tacji wyznaczonej przez baze stanéw I% + %) operatory spinu sg hermitowskimi
macierzami o wymiarze 2 X 2:

S[ = —<0;. (234)



Macierze o; nazywamy macierzami Pauliego. Ich jawna postac jest nast¢pujaca:

ax:((l) (1)) a}.:(? 01) O'Z:((l) 01) (235)

W przypadku czastki obdarzonej spinem wektor stanu mozna rozwinaé w
bazie ortonormalnej rozszerzonej o przestrzen spinowa:

11 1 1
) = Z (Ck+|¢k>|§§> + Ck—|¢k>|§ - §>) (236)

k

Zatem wektor stanu bedzie w ogolnosci sktadat si¢ z dwoch czgsci odpowiada-
jacych stanom spinowym:

(@) = () + (1)), (237)

gdzie |y, (1)) odpowiada stanowi o rzucie spinu: +%h, [s_(¢)) natomiast stanowi
0 rzucie spinu: —%h.

W reprezentacji potozeniowej, oraz w reprezentacji w przestrzeni spinowej,
wyznaczonej przez wektory bazy: |3 + 1) funkcja falowa przyjmie postac:

w(r, 1) = ( w; g ) (238)

Powyzszy obiekt nazywamy spinorem.

12.3 Sprzezenie spinu z polem magnetycznym

Przez analogi¢ z orbitalnym momentem pedu spodziewamy si¢, ze ze spinem
zwigzany jest rbwniez moment magnetyczny fi « S, taki ze oddzialywanie z po-
lem magnetycznym jest postaci: —fi- B. Poréwnanie z danymi eksperymentalnymi
wskazuje, ze dla elektronu

A

ji=g—38, (239)

2m,c

gdzie g ~ 2, podczas gdy dla orbitalnego momentu pedu g = 1.
Zatem ruch elektronu w polu e.m. opisuje rownanie

2
m%w,n:( 1 (?v—ffur,n) —uBa-B+e¢<r,t>)w<r,r), (240)

2m,

gdzie y(r,t) jest spinorem (238), a o = (0, 0y,0;) sa macierzami Pauliego.
Powyzsze rownanie nazywa si¢ rownaniem Pauliego.

Uwagi:
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Wielko$¢ g = 2 dla elektronu otrzymuje si¢ w relatywistycznej wersji
mechaniki kwantowej z tzw. rownania Diraca.

Poprawki do wartoSci g = 2 (z do§wiadczenia wynika g ~ 2.0023) mozna
obliczy¢ traktujac pole elektromagnetyczne w ramach kwantowej teorii
pola.

Oprocz elektronu istniejg inne czastki o spinie %h, jak np. proton i neutron.
Kazda z tych czastek niesie zatem spinowy moment magnetyczny, ale
warto$¢ g jest r6zna i wynosi: g ~ 5.6 dla protonu i g ~ —3.8 dla neutronu.
Jest to zwigzane z tym, ze zar6wno neutron jak i proton sktadajg si¢ z
kwarkéw, ktore réwniez posiadaja spiny.

Spin i orbitalny moment pedu mozna dodawaé, tzn. mozna skonstruowac
operator catkowitego momentu pedu J = L+ i wprowadzié liczby kwan-
towe zwigzane z operatorem catkowitego momentu pedu.
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