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Streszczenie

Tematem pracy jest opis jednorodnego, rozrzedzonego gazu Fermiego w rezimie uni-
tarnym uzyskany w ramach metody Finite Temperature HFB (FTHFB), stanowiacej
uogélnienie przyblizenia Hartree-Focka-Bogolubowa na niezerowe temperatury.

Praca ta ma charakter teoretyczno-obliczeniowy.

Czes¢ teoretyczna zaczyna sie od skonstruowania efektywnego potencjatu oddzia-
lywania miedzyczastkowego. Zapostulowanym potencjatem jest prosty, deltapodobny
potencjal oddzialtywania kontaktowego poddany stosownej renormalizacji. Zostaje on
dalej dookreslony w wyniku analizy zjawiska niskoenergetycznego rozpraszania fermionu
na fermionie.

Tak otrzymany efektywny potencjal jest w dalszej czesci wykorzystany do zapisania
réwnan Hartree-Focka-Bogolubowa (HFB) badanego uktadu, opisujacych jego zachowanie
w temperaturze zera bezwzglednego. W przedstawionej krok po kroku argumentacji,
roOwnania te z postaci abstrakcyjnej zostaja sprowadzone do znanych z literatury réwnan:
szczeliny energetycznej (gap equation) oraz stalej liczby czastek (number equation).
Matematycznie stanowig one nieliniowy uktad dwoéch rownan z dwiema niewiadomymi.
Wyprowadzony zostaje rowniez wzor na catkowita energie gazu.

Zwieniczeniem czesci teoretycznej jest uogolnienie powyzszych rozwazan na niezerowa
temperature 7', dokonane w ramach tytutowej metody FTHFB. Przyblizone jest pokrotce
wyprowadzenie tej metody, a stanowiace jej serce tzw. rownania FTHFB zostaja, dla
badanego uktadu, sprowadzone do prostszej postaci. Tak jak poprzednio, jest to nie-
liniowy uktad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi, ktérego szczegbélnym przypadkiem
(T - 0) sa rownania HFB. Wyprowadzony jest takze wzor na energie wewnetrzng gazu.

Cze$¢ obliczeniowa niniejszej pracy polega na numerycznym rozwigzaniu roéwnan
FTHFB i dokonaniu na ich bazie analizy wtasnosci rozrzedzonego gazu Fermiego w rezimie
unitarnym, ze szczegélnym uwzglednieniem tzw. granicy unitarnej. Uzyskana jest pelna
zgodno$¢ z wynikami réwnowaznych podejs¢ $redniopolowych. Obliczenia przeprowa-
dzone zostaly w §rodowisku Mathematica za pomoca specjalnie do tego celu napisanego
zestawu instrukcji.



Abstract

The aim of this work is to describe uniform, dilute Fermi gas in the unitary regime
by means of the so called Finite Temperature HFB (FTHEFB) method, which generalizes
the Hartree-Fock-Bogolyubov approximation onto non-zero temperatures.

The work itself is of theoretical /computational character.

The theoretical part begins with the construction of an effective interparticle inter-
action potential. Namely, a simple delta-like contact potential is imposed and suitably
renormalized. It is being fully specified by performing the fermion-fermion low energy
scattering analysis.

Next, effective  potential thus obtained is wused in  writing down
Hartree-Fock-Bogolyubov (HFB) equations of the system in question, which govern
its behavior in the absolute zero temperature. In the course of a careful, step-by-step
argumentation the equations are then reduced from their abstract form to the form
of the well-known: gap equation and number equation. Mathematically speaking, we are
thus left with a non-linear system of two equations with two unknowns. Also, formula
for the total energy of the gas is obtained.

Generalization of the above consideration onto a non-zero temperature 7', achieved
by means of FTHFB method, constitutes the consummation of the theoretical part.
Having provided a brief derivation of the method, the crucial so called FTHFB equations
of the studied system are given and then also reduced to a much simpler form. Just
like above, they simplify to a non-linear system of two equations, whose special case
(T - 0) are HFB equations. Moreover, formula for the inner energy of the gas is obtained.

The computational part of the work consists in solving the FTHFB equations nu-
merically, and, basing on the solutions, in reviewing the physics of dilute Fermi gas
at unitarity, with the emphasis given to the so called unitary lim:t. Full consistency of
results with equivalent, mean-field approaches is achieved. Computations were done in
the Mathematica environment with the specially written set of instructions.
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Rozdziat 1

Wiadomos$ci wstepne

1.1 Motywacja i plan pracy

W ostatnich kilkunastu latach obserwuje sie dynamiczny postep w putapkowaniu,
chtodzeniu i badaniu rozrzedzonych gazéw atomowych. Za umowny poczatek tego okresu
mozna uwazaé pierwsza, przetomowa obserwacje zjawiska kondensacji Bosego-Einsteina
(BEC) w wyniku schlodzenia atoméw rubidu, przypadajaca na rok 1995 [1, 2, 3.

Poczatkowo fizycy eksperymentalni koncentrowali sie na gazach bozonowych, jednakze
wkrotce ich uwaga oraz uwaga teoretykow objeta rowniez uklady atoméw o statystyce
Fermiego-Diraca [4, 5, 6]. Ich wlasciwosci w niskich temperaturach sa znacznie bogatsze,
istotnie zalezac od sily oddzialywania miedzyfermionowego, charakteryzowanego przez
tzw. diugos¢ rozpraszania® a [9).

I tak, dla stabego oddziatywania przyciagajacego (a S 0) czastki gazu tacza sie w pary
Coopera, a caly uklad daje sie z powodzeniem modelowaé¢ za pomoca teorii nadprze-
wodnictwa Bardeena-Coopera-Schrieffera (BCS) [10]. Z kolei dla silnego oddziatywania
przyciagajacego (a 2 0) poszczegolne pary czastek tworza stany zwiazane — dimery podle-
gajace statystyce Bosego-Einsteina, a caly uktad zachowuje sie jak gaz bozonow [11]. Oba
te rezimy, zwane odpowiednio rezimami: BCS i BEC, poddaja sie teoretycznemu opisowi
metodami perturbacyjnymi [12].

Na pograniczu tych dwoch rezimow (1/a ~ 0) znajduje sie obszar przejsciowy.
W analizie teoretycznej rozrzedzonego gazu Fermiego w tym tzw. rezimie unitarnym
metody perturbacyjne zawodzg, a na wiele wazkich pytan dotyczacych tego rezimu wcigz
nie ma odpowiedzi lub sa one zgrubne [12].

Niniejsza praca pomy$lana jest jako niezalezne skonstruowanie prostej, Sredniopolowe;j
teorii rozrzedzonego gazu fermionowego w rezimie unitarnym ze szczegélnym uwzgled-
nieniem granicy unitarnej, tj. 1/a = 0. Konstrukcja ta bazuje na powszechnie
stosowanym w fizyce niskich energii podej$ciu efektywnym, a w dalszej cze$ci na metodzie
Hartree-Focka-Bogolubowa w ujeciu Dobaczewskiego [13| oraz jej uogoélnienia na nieze-
rowe temperatury w ujeciu Goodmana [14].

"Por. formalna definicje rozpraszania w [7] badz [8].



Formalnie, teoria ta dla T = 0 jest rownowazna oryginalnemu podej$ciu Leggetta [9],
a dla temperatur niezerowych — $redniopolowej teorii, w zwarty sposob przedstawionej
np. w [15] w rozdziatach 3 i 3.1.

Plan pracy jest nastepujacy.

We wstepie przyblizona =zostaje idea teorii efektywnej oraz w kilku zda-
niach zaprezentowane sa podstawowe wtasciwosci rozrzedzonych gazow Fermiego.
Rozdzial 2 zawiera konstrukcje efektywnego, zrenormalizowanego potencjatu oddziaty-
wania miedzyfermionowego. Potencjal ten zostaje wykorzystany w Rozdziale 3 do za-
pisania tzw. rownan HFB badanego uktadu, stanowigcych jego przyblizony opis w tem-
peraturze 7" = 0. Rownania te w wyniku drobiazgowej argumentacji zostaja sprowa-
dzone z postaci ogolnej do znacznie prostszego, nieliniowego uktadu dwoéch réwnan
z dwiema niewiadomymi. W Rozdziale 4 dotychczasowe rezultaty zostaja uogdlnione
na przypadek niezerowych temperatur — zostaja zapisane (i sprowadzone do prostszej
postaci) tzw. réwnania FTHFB badanego ukladu. Rozdzial 5 stanowi sprawozdanie
z numerycznej analizy rozwigzan tych rownan, wzbogacone o ich interpretacje fizyczng.
Na konicu, po podsumowaniu, znajduje sie Dodatek zawierajacy uzupelnienie matema-
tyczne oraz programistyczne — Rozdziat 6.

1.2 Idea teorii efektywnej

W latach 40. XX w. Bethe zauwazyl, ze zjawisko rozpraszania nukleonu na nuk-
leonie w granicy niskoenergetycznej (10—20 MeV) mozna opisa¢ za pomoca zaledwie dwu
liczbowych parametrow, bez konieczno$ci doktadnej znajomo$ci potencjatu oddziatywania
[16].

Od tego czasu tzw. teorie efektywne byly zawsze obecne w fizyce niskich energii,
napedzajac jej postep. Ich idea stanowi rozwiniecie oryginalnego zalozenia Bethego.
Stanowi ona mianowicie, iz: dynamika procesow niskoenergetycznych daje sie opisacé nieza-
leznie od szczegotow dynamiki tych procesow w wysokich energiach |17]. Korzy$é z takiego
podejscia polega na tym, ze konstrukcja niskoenergetycznej teorii efektywnej jest prostsza
— teoria taka zawiera zazwyczaj niewielka liczbe stopni swobody (np. réwna 2 we wspom-
nianej wyzej pracy Bethego), nie wymagajac znajomosci dokladnej postaci oddziatywania.

Za ilustracje skutecznosci efektywnego opisu niskoenergetycznego rozpraszania
niech stuzy wyczerpujaca analiza wynikéw przeszto 4000 eksperymentow, w ktorych
rozpraszano nukleony na nukleonach przy energiach nieprzekraczajacych 350 MeV [18|.
W tym wypadku okazalo sie, ze wszystkie te wyniki mozna odtworzy¢, opisujac zjawisko
rozpraszania za pomoca pojedynczego zestawu przesunie¢ fazowych ¢;.

Witagnie taka ,efektywna” strategia obrana jest w niniejszej pracy. Zaklada sie w niej
mianowicie, ze jedynymi oddzialywaniami w rozrzedzonym gazie Fermiego sa binarne,
niskoenergetyczne zderzenia fermion-fermion. Zostaje przyjete, iz amplituda rozpraszania
w funkcji wektora falowego czastki rozpraszanej wyraza sie wzorem [7]:

0 e —

a 57"91{]{2 -1k

(1.1)
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a zatem jest zdeterminowana przez dwa parametry: a i Teg.

Roéwnoczesnie zapostulowany zostaje stosowny, efektywny potencjal oddzialywania,
odtwarzajacy w granicy niskich energii wartosci tych dwoch parametrow. Wszystko to
stanowi tre$¢ Rozdziatu 2.

1.3 Rozrzedzone gazy fermionowe

Od czasu gdy Eagles [19], a wkrotce po nim Leggett [9] zaczeli rozwazac, w jaki sposob
wlasdciwosci rozrzedzonego gazu fermionéw zmieniaja sie z sita oddzialywania miedzy-
czastkowego, wiedza na ten temat znacznie sie poglebita, zar6wno od strony teoretycznej,
jak i doswiadczalnej. Nie miejsce tu nawet na pobiezny przeglad osiagnie¢ w tej dziedzinie,
wyczerpujaco przedstawiony np. w [12]. Zamiast tego, przedstawmy pokrotce ogolne fakty
dotyczace fizyki rozrzedzonych gazow Fermiego, positkujac sie [12, 20].

Jak juz wspomniano w podrozdziale 1.1 i jak dokladniej zostanie to uzasadnione za po-
moca podejscia efektywnego w Rozdziale 2, dla niskich koncentracji fermionéw oraz w nis-
kich temperaturach sita oddziatywania miedzyczastkowego moze by¢ scharakteryzowana
za pomoca jednej liczby: dtugosci rozpraszania a, jakkolwiek czesto wygodniej postugiwac
sie jej odwrotnoscia?: 1/a.

Zalezno$¢ wlasciwosci rozrzedzonego gazu fermionow od temperatury 7T oraz
parametru 1/a wygodnie przedstawi¢ za pomoca nastepujacego diagramu:

Gas T*
of BOS@ mO,f
Ecuy,
Bog
[
C /) 1.
md@ngj ;‘e in Tr,
® o e

Pa® 1/

2-body bound state +00

BCS Unitary regime BEC

Rysunek 1.1: Diagram fazowy rozrzedzonej materii fermionowe;j.

Na diagramie schematycznie przedstawiono:

e Rezim BCS (1/a « 0), w ktorym sita oddzialywania miedzyfermionowego jest
staba i przyciagajaca. Uktad w tym rezimie daje sie opisa¢ za pomocg teorii nadprze-
wodnictwa BCS, z ktorej wynika m.in., iz ponizej pewnej temperatury krytycznej
T, energetycznie korzystne staje sie utworzenie przez czastki gazu par Coopera,
w wyniku czego staje sie on nadprzewodnikiem (lub nadciecza w przypadku gdy
czastki gazu sa nienaladowane);

2To wtlagnie ona pojawia sie w mianowniku wzoru (1.1).



e Rezim BEC (1/a > 0), w ktorym sita oddzialywania miedzyfermionowego jest
silna i przyciagajaca. Wskutek tego oddziatywania, ponizej charakterystycznej tem-
peratury oznaczonej na diagramie przez T™ pojawiaja sie dwufermionowe stany
zwiazane (dimery) podlegajace, jako czastki ztozone z parzystej liczby fermionow,
statystyce Bosego-Einsteina. Taki uklad dimerow daje sie z powodzeniem opisac¢
jako gaz oddziatujacych bozonow. Efektywnie, sila oddzialywania miedzybo-
zonowego jest staba i odpychajaca, w zwiazku z czym uklad ponizej temperatury
krytycznej 1. przejawia zjawisko kondensacji Bosego-Einsteina;

e Rezim unitarny (1/a ~ 0), w ktorym gaz jest jednoczesnie rozrzedzony i silnie
oddziatujacy. Jest to obszar przejSciowy miedzy rezimami BEC i BCS, w ktorym
pary fermionéw sa na granicy utworzenia (plytkiego) stanu zwiazanego. Jak wynika
z modeli wykraczajacych poza przedstawione w tej pracy przyblizenie sredniopolowe,
tak jak w rezimie BEC, tak i w tym rezimie mozna wyrézni¢ dwie charakterystyczne
temperatury.

Szczegoblnie interesujacym przypadkiem jest tzw. granica unitarna, odpowiadajaca:
1/a = 0, co przektada sie na nieskonczona dlugo$¢ rozpraszania. W takiej sytuacji
opisujaca binarne oddzialywanie fermion-fermion amplituda rozpraszania (1.1) przyjmuje
(dla k < 1/rer) uniwersalna postaé: f(k) = i/k. Co wiecej, jedyna charakterystyczna
skala dtugosci w uktadzie jest zadana przez jego ped Fermiego.

Jedna z konsekwencji ,uniwersalnosci” rozrzedzonego gazu Fermiego w granicy uni-
tarnej jest szczegllnie prosta, uniwersalna postaé¢ funkcji termodynamicznych, w tym
energii wewnetrznej £ [21]:

E=2EpNE(T/Tr) (1.2)

gdzie: Ep oznacza energie Fermiego, Tr := Er/kp to temperatura Fermiego, N stanowi
liczbe czastek w ukladzie, natomiast ¢ jest pewng funkcjg.

Do tego faktu wrocimy jeszcze w podrozdziale 5.4.2.

Nadmienmy na koniec, iz ze wzgledu na swoja ,uniwersalno$¢”, zrozumienie wtas-
ciwosci 1 zachowania tego konkretnego kwantowego ukladu wielu cial wiazaloby sie
z postepem takze w rozumieniu takich systemow jak: nadprzewodniki wysokotempe-
raturowe, zewnetrzne warstwy gwiazd neutronowych i ogolnie materia neutronowa, a takze
plazma kwarkowo-gluonowa.

1.4 Formalizm i konwencje przyjete w pracy

W niniejszej pracy postugiwaé¢ sie bedziemy formalizmem drugiej kwantyzacji.
Przestrzenia stanow jest przestrzen Focka dla fermionow, a wielkosciom dynamicznym
odpowiadaja operatory liniowe dzialajace w tej przestrzeni. Jak wiadomo?, kazdy opera-
tor mozna wyrazi¢ za pomoca wazonej sumy iloczynow operatorow kreacji a,, i anihilacji aj,
fermionu w jednoczgstkowych stanach kwantowych |u), przy czym wagami sa odpowiednie
elementy macierzowe tego operatora.

3Por. [13, 22].
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W szczegolnosci, dla operatora N-czastkowego X:

X= 2 (o il X ) @yl g, (1.3)
/»‘1,»"'7/"‘],\/7
Wiy

W pracy tej przyjmiemy roéwniez nastepujaca konwencje nazewnicza. Otodz wektor
falowy k bedziemy konsekwentnie nazywacé pedem, a samego wektora pedu p nie bedziemy
uzywac. Obie te wielkosci sa do siebie proporcjonalne: p = ik, totez takie nazewnictwo nie
powinno prowadzi¢ do nieporozumien. Tym sposobem unikniemy réwniez kolizji oznaczen
dhugosci wektora pedu p i ci$nienia.

Stata Boltzmanna oznaczaé¢ bedziemy przez kp.
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Rozdzial 2

Oddzialywanie efektywne

2.1 Wstep

W pracy rozwazaé¢ bedziemy jednorodny, rozrzedzony gaz oddzialujacych fermiondw
0 spinie % i masie m, opisany hamiltonianem stanowigcym sume jednoczastkowego opera-
tora energii kinetycznej T oraz dwuczastkowego operatora potencjalu oddziatywania
miedzyczastkowego 1%

H=T+V (2.1)

gdzie potencjal V odznacza sie pewnym skornczonym zasiegiem 7.
Definicje rozrzedzonosci przyjmujemy tu za [12|. Stanowi ona, iz gaz Fermiego jest
rozrzedzony, gdy spelnione sg nieréwnosci:

ro K A oraz ro < ki (2.2)

gdzie: Ap = \/737];—;‘; to termiczna dlugosé fali de Broglie’a w temperaturze T,
natomiast kr oznacza ped! Fermiego ukladu.

Pierwsze pytanie, przed jakim stajemy, dotyczy postaci V. Znajomo$¢ $cistej postaci
potencjalu oddzialywania dla atomoéw gazu fermionowego nie jest nam potrzebna, al-
bowiem ograniczajac sie do rezimu niskich energii, mozemy postugiwac sie teorig efekty-
wna (por. Rozdzial 1). Teoria efektywna pozwala opisywaé oddzialywanie w terminach
amplitudy rozpraszania f i przesunie¢ fazowych §; zamiast konkretnej postaci potencjatu.

W granicy niskiej temperatury rozrzedzonego gazu glowny wklad do amplitudy
rozpraszania pochodzi od fali parcjalnej s. W zwigzku z tym amplituda rozpraszania
przyjmuje szczegolnie prosta, sferycznie symetryczng postaé, dla zadanego oddziatywania
zalezac jedynie od wartosci pedu czastki rozpraszanej k, |7]:

1

1,1 :
—= + 5Terk? — kg

Fha) =0 (2.3)

!Nalezy pamietaé¢ o konwencji nazewniczej, jaka wprowadziliémy w podrozdziale 1.4.
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gdzie parametry a i r.y o wymiarach dlugosci nazywane sa odpowiednio: dtugosciq
rozpraszania oraz zasiegiem efektywnym. Teoria oddzialtywania efektywnego stanowi, ze
kazdy potencjal V, ktory w granicy niskich energii daje poprawne warto$ci parametrow
a oraz reg we wzorze (2.3), pozwala opisaé fizyke rozrzedzonego gazu Fermiego.

Nalezy zatem zapostulowaé¢ pewien efektywny potencjal oddziatywania Vo zasiegu
speliajacym definicje rozrzedzonosci gazu (2.2), ktory to potencjal w wyniku analizy
rozpraszania fermion-fermion implikowaé¢ bedzie (w granicy niskiego pedu wzglednego
czastek) amplitude rozpraszania (2.3) o zadanych wartosciach parametrow a oraz reg.
Jest to przedmiotem nastepnych dwoch podrozdziatow.

2.2 (Oddzialywanie efektywne

Najprostszym dwucialowym potencjalem oddzialtywania miedzyczastkowego, jaki
mozemy zapostulowac, jest potencjat oddziatywania kontaktowego, dany wzorem:

Ve =g [ drai(ai(c)a(r)a,(x) (2.4

Stata sprzezenia g jest w tym momencie dowolna. Znak minus jest pewna przyjeta
przez nas konwencja. W konsekwencji, dodatniej wartosci g odpowiada oddziatywanie
przyciagajace.

,Kontaktowos¢” powyzszego potencjatu bierze sie z faktu, ze para czastek musi znalez¢
sie w tym samym punkcie, aby nastapito miedzy nimi oddzialywanie (oddzialywanie to
ma zasieg punktowy). W §wietle tego wymogu oraz na mocy zakazu Pauliego zrozumiale
jest, ze oddzialujace w ten sposob fermiony musza mie¢ przeciwne spiny.

Potencjal ten mozna zada¢ réwnowaznie przez nastepujace elementy macierzowe
w bazie potozeniowej:

(riA; Ty ,2|V|1'1)\1 ) = _% 5,\1>\/1(5>\2>\125(r1 —15)0(r; —17)d(ry —15) (2.5)

Taki zapis elementu macierzowego 1% jest jednym z wielu rownowaznych (ze wzgledu
na charakter funkcji ). Powyzszy pozwala dostrzec, iz rozwazany potencjal ma, obok
punktowego zasiegu oddziatywania, rowniez punktowy zasieg nielokalnogci.

Z pewnych wzgledow, ktore stana sie jasne w dalszej czesci tego podrozdziatu, zapiszmy
jeszcze ten element macierzowy nieco inaczej:

(ri\] I'lz)\,2|v|1'1)\1 ry)y) = —4g 5A1>\’15/\2A’25(1'1 +Ty — 1] —15)0(ry —15)d(r] —15) (2.6)

Znaczenie trzeciej z pieciu funkcji 0 w powyzszym iloczynie mozna wyrazi¢ mowigc,
ze potencjat kontaktowy zachowuje polozenie srodka masy pary oddziatujacych czastek.
Innymi stowy, potencjal jest lokalny ze wzgledu na $rodek masy.

Niestety, powyzszy potencjal jako taki nie nadaje sie do naszych rozwazan. Do-
brze znany jest fakt, ze potencjal kontaktowy nie powoduje rozpraszania czastka-czastka
(por. [23]).

Istnieje rowniez drugi problem, ktory najlepiej jest sformulowaé wyrazajac element
macierzowy V w bazie pedowej:

(kll)‘ll ké/\,2|v|k1)\1 kyAy) = _z(gg;ﬂ)s 5/\1/\’1 5>\2>\’25(k1 +ky - kll - ké) (2.7)
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Jak wida¢, w przestrzeni pedéw oddzialywanie kontaktowe zapewnia jedynie za-
chowywanie sie catkowitego pedu pary oddzialujacych czastek. W szczegolnosci, nie
naklada zadnego goérnego ograniczenia na wartosci pedoéw oddzialujacych czastek.
Okazuje sie, ze bardzo szybko prowadzi to do pojawienia sie w obliczeniach niefizycznych
nieskoriczonosci?. Do ilustracji tego faktu wrocimy jeszeze w dalszej czesci tego podroz-
dziatu.

Pokazemy, ze obu problemoéw mozna unikna¢, wprowadzajac tzw. ped obciecia k.. Pro-
cedure ta nazywa¢ bedziemy renormalizacjq potencjatu kontaktowego. Formalnie, nalezy
przemnozy¢ kazdy element macierzowy V w bazie pedowej (2.7) przez pewna poprawke
zalezna od (na razie dowolnego) parametru k.:

(k/1)\'1 /2 ’2|ch|1<1)\1 k2>\2> = _ﬁ 5A1>\’15/\2A’25(k1 + kz - k/1 - ,2) X (2-8)
x I[B(o,/’cc) (k1 - kQ) ]IB(O,kC) (kll - kl2)

gdzie [x oznacza tzw. funkcje charakterystyczng zbioru X. Jest to funkcja réwna 1
na zbiorze X oraz () poza nim. Z kolei zapis B(a,r) oznacza kule otwarta w R? o srodku
w punkcie a i promieniu r. Aby rozwia¢ wszelkie watpliwosci, zapiszmy funkcje Ig(ox.)
explicité:

1 dla k<k.,
IB(o,k.) (k) = { 0 dla k>k. (2.9)

Kule w przestrzeni pedow bedziemy nazywacé kulami pedowymi.
Aby przekonaé sie, jak zmiana ta wplywa na ksztalt potencjatu, zapiszmy element
macierzowy Vi, w bazie polozeniowej:

(ri\ I',z/\§|‘7kc|r1)\1 ry\;) = —4g 5)\1)\36,\2%5(1'1 +Ty T - ré)dkc/2(r1 - r2)dkc/2(r’1 -15) (2.10)

gdzie wprowadzono funkcje zwana niepetng deltq Diraca zdefiniowana jako caltka?:

dy(r) = (27) f Pk (2.11)

Wzor (2.10) ma identyczng strukture jak (2.5) — ten pierwszy odréznia sie jedynie
obecnoscig zdefiniowanej powyzej niepelnej delty Diraca. Rzecz jasna, w granicy k. - oo
wz6r (2.10) formalnie przechodzi w (2.5).

Jak widac, Vk ma niezerowy zasieg oddzialywania — zasieg ten jest dlan rzedu k_'.
Moze sie wydawac, iz sprawi to w szczegblnosci, ze fermiony o identycznych spinach beda
ze soba oddzialywa¢. Jak sie jednak przekonamy w toku analizy rozproszeniowej naszego
potencjalu, wcale tak nie bedzie.

2Na okreslenie tego zjawiska uzywa sie historycznego, pochodzacego od Ehrenfesta terminu: katastrofa
w nadfiolecie [12].

3Calke ta mozna obliczyé: d,(r) =
r=0.

1

523 (sin k7 — k1 cos k1), przedtuzona w sposob ciggly do punktu
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Rozrzedzono$¢ gazu naklada dwa  warunki na zasieg oddzialywania
(por. podrozdzial 2.1).  Drugi z nich, zapisany w terminach k., przyjmie prosta
postac:

ke > kp (2.12)

Spetnienie tego warunku w symulacji bedzie doktadnie przedyskutowane w czesci
dotyczacej wynikow (Rozdzial 5). Weczesniej zostanie on jeszcze nieco wzmocniony
(Rozdzialy 31 4.2).

Potencjal ch ma roéwniez niezerowy zasieg nielokalnosci. Co ciekawe, jest jed-
nakze lokalny wzgledem s$rodka masy, podobnie jak przed renormalizacja (por. (2.5)).
Nielokalnog¢ ch nie jest problematyczna, o ile jej zasieg, podobnie jak zasieg oddziaty-
wania, jest ,maly”. Poniewaz przy k. — oo potencjal staje sie lokalny, uzasadnione jest
przyjac, ze nielokalno$é staje sie efektywnie nieistotna, o ile ped obciecia jest wystarcza-
jaco duzy. Prowadzi to ponownie do warunku (2.12).

7 tak zapostulowanym potencjalem efektywnym, mozemy przejé¢ do jego analizy
rozproszeniowej, ktora pozwoli powigza¢ parametry g oraz k. z zadanymi parametrami
@ OTAZ Tef.

2.3 Rozpraszanie przy niskich energiach

W niniejszym rozdziale wiele wzoréw zostato zaczerpnietych z |7|. Odnosniki do nich
beda mie¢ forme (S <nr wzoru w [7]>).

2.3.1 Roéwnanie Schrodingera

Punktem wyjscia naszych rozwazan bedzie réwnanie Schrodingera opisujace uklad
dwoch oddziatujacych fermionéw o spinie % zapisane w obrazie Schrédingera:

(T+ Vi)

0
(1)) = ih o[ U(1)) (2.13)

Zapiszmy elementy macierzowe obu pojawiajacych sie powyzej operatorow w bazie
pedowej. Operator catkowitej energii kinetycznej uktadu jest w tej bazie diagonalny:

(KN KON Ty Ay ko) = 22 0y v 0y a0k — k) S (ky — k) (K2 + K3), (2.14)

natomiast element macierzowy operatora ch wyraza sie wzorem (2.8).

Jak wiadomo?, rownanie tego typu mozna rozseparowaé¢ w ukltadzie srodka masy pary
fermionow. W bazie pedowej odpowiada to przejéciu ze zmiennych k;, k, do zmiennych
k,, k,, zdefiniowanych poprzez:

k, =k, +k, (2.15)
k, = 3(k ~k;) (2.16)

w

“Patrz np. §16 w [7].
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Pierwsza z powyzszych zmiennych pedowych ma wiec sens catkowitego pedu uktadu,
natomiast druga — (polowy) wzglednego pedu jednego z fermionow wzgledem drugiego.
Mozna sie tatwo przekonaé, ze transformacja taka jest unitarna.

Bezposrednim podstawieniem otrzymamy, ze w tej nowej bazie operator T réwniez
bedzie diagonalny:

(kAN ey e, A Ag) = 2505 0o 8 (leay — )3 (ke K, ) (GRG, +K2)  (217)
Co wiecej, w bazie tej nieco uproéci sie operator ch, okazujac sie diagonalny w zmien-

nej k,, (czego nalezalo sie spodziewaé, skoro zauwazyliSmy uprzednio, ze nasz potencjal
zachowuje catkowity ped):

(KK, M Vi Kk Ay X)) = = 5w O x a0 6 (K = Ky ) (2.18)
x I(0.ke/2) (Kuw) I(0.k0/2) (Ki)
Rozwijajac w naszej bazie stan uktadu:

()= [ e, P, (k) gk, As) (2.19)
/\1)\2

i podstawiajac (2.17)—(2.19) do rownania Schrodingera (2.13), otrzymamy:
B(Lk3, + k2)Fo o, (t Ky ky,) - 357 LB k/2) (Ku) f A’k Fy 5, (t kyy, k,) = (2.20)

kw<ke/2
L0 /
= ZhaFM)Q (t, ka kw)
Kluczem do rozwigzania powyzszego rOwnania jest nastepujace podstawienie:
Fx o, (ko k) = vk, )n (ky, 1) (2.21)
Dzieki niemu, rownanie (2.20) rozseparuje sie na dwa:
2 ! !/
B vu(k,) - siplnonm (&) [ @Kok = Butu(k,),  (2:22)
kw<ke/2
iz (K 1) = (282, + Bw) toar (Kap, ) (2.23)
Drugie z powyzszych rownan mozna rozwigza¢ natychmiast:
Uni (kg t) = Coxp (4 (Mokd + B )t) (2.24)

gdzie C jest stalg normalizacyjng’.

Rownanie (2.22) formalnie ma posta¢ rownania Schrodingera bez czasu opisujacego
ruch bezspinowej czastki o masie p := %m i energii F,, poruszajacej sie w zewnetrznym,
nielokalnym potencjale V,, o elemencie macierzowym:

(K| Vaulle) = = 553555 Ln(o,ke/2) (K) Tn(o.key2) (K') (2.25)

Tym samym, analiza rozproszeniowa fermionu na fermionie zostaje sprowadzona do
analizy rozpraszania czastki w zewnetrznym potencjale.

®Matematycznie rzecz biorac, C' moze by¢ funkcja k,,, jednakze w naszych rozwazaniach nie jest to
istotne.
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2.3.2 Wyznaczenie amplitudy rozpraszania f

Dla uproszczenia wzorow w dalszej analizie rozwazymy potencjal o elemencie macie-
rzowym postaci:

(K'|Vulk) = 7 Ip(o,0 (k) Inox) (k) (2.26)

i dopiero na samym koncu, juz po uwzgl@dnlenlu spinu, dokonamy podstawien: p — 7,

K ]“20, v - 2(2703 Zauwazmy, ze potencjal Vi jest rzeczywisty i sferycznie symetryczny.

Obliczymy obecnie amplitude rozpraszania f na potencjale Vip.

Jako ze poruszamy sie w obrebie niskoenergetycznej teorii efektywnej, zaktadamy, ze
gtowny wkiad do rozpraszania pochodzi od fali s, w zwiazku z czym f nie bedzie zaleze¢ od
kierunku rozproszenia — bedzie ono jedynie funkcja wartosci pedu k, czastki rozpraszane;j.

W rozwazanym przypadku, w celu obliczenia f najwygodniej postuzy¢ sie formalizmem
macierzy T (por. |7, 8]). Wzoér (S 37.21) stanowi, iz:

47T2

f(ka) = -

E (kL Tk, (2.27)

gdZIe |ka| - |ka| -

Ze wzoru (S 37.36) wynika, ze macierz T jest diagonalna w bazie |klm) stanow wlas-
nych operatora momentu pedu i to w tej bazie wygodnie jest obliczy¢ jej element macie-
rzowy. Aby nastepnie otrzymacé (k, |T'|k,) potrzebne we wzorze (2.27), bedzie wystarczyto
dokona¢ transformacji:

(ko|Tlk,) = (kad'0'|T|kag0) = l ; (@O m W kal'm/Tlkolm)(Im|o0) = (2.28)

—Z¢e|lm><k Im|T|kalm){Im|¢0) = Z (0, 0)Y52, (6, 0)(kalm|T|kolm)

gdzie w trzecim przejsciu skorzystano z diagonalnosci T' w bazie |klm), a w czwartym
— 7z postaci odpowiedniej macierzy transformacji (jej wyrazami sa wartosci stosownych
harmonik sferycznychS).
Widzimy, ze wystarczy teraz obliczy¢ element diagonalny macierzy T w bazie |klm).
Definicja macierzy T, wprowadzana zazwyczaj (por. |7, 8]) w kontekscie rowna-
nia Lippmanna-Schwingera, przybiera (dla naszego potencjalu rozproszeniowego) forme
nastepujacego operatorowego réwnania samozgodnego:

T =V, +V,G5,T (2.29)

gdzie G{, to propagator czastki swobodnej o energii fiw,. W rozwazanym przypadku
rozpraszania elastycznego czastki o masie p i pedzie k, energia ta bedzie oczywiscie rowna
h2k2 [2u. Zwyczajowo nie opatruje sie daszkami ani macierzy T, ani propagatora, jakkol-
wiek obiekty te maja charakter operatorowy.

Por. (S 37.32) oraz Rozdzial 5. w [24].
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Formalnym rozwiazaniem powyzszego rownania jest tzw. szereg Bohra [8]:
T =V + VG Vi + 52 Vi Gou VGV + ... = O B, (2.30)
n=0

gdzie n-ty wyraz Bohra wyraza sie wzorem B, := (%)n Vi (Ggaf/w)n.

Aby wiec znalez¢ (kolm|T|koIm), potrzeba wpierw znalez¢ macierze operatorow G{,
i V,, (najlepiej w tej samej bazie), z ich iloczynéw otrzymaé macierze operatorow B,
dla poszczegblnych n, a na koncu wysumowaé¢ je po n. Co zadziwiajace, w przy-
padku rozwazanego oddziatywania wymienione powyzej obliczenia daja sie przeprowadzi¢
W sposob Scisty.

Jak wynika z (S 37.18), element macierzowy propagatora G, czastki swobodnej
o energii hw, ma postac:

1 S(k' — k)

KU |G [Kim) =
(R |Gal k) wo —w(k)+ic k2

Y (2.31)

gdzie € nalezy traktowac jako infinitezymalna, dodatnia liczbe rzeczywista.
W rozwazanym przypadku relacja dyspersyjna ma oczywiscie posta¢ w(k) = hk?/2pu,
totez powyzszy wzor mozna zapisa¢ w postaci:

21 1 (k' - k)
170 T Y+ _
W \Goalkim) = 5 5 ~

Y (2.32)

Propagator jest wiec w tej bazie diagonalny. To zrozumiale, albowiem w ruchu swo-
bodnym zachowany jest zaréwno ped, jak i moment pedu oraz rzut tego ostatniego na o$
kwantyzacji. Mniej oczywista jest posta¢ potencjatu Ve w tej bazie. Mozna ja obliczy¢
dokonujac odpowiedniej transformacji bazy |k), w ktorej element macierzowy Vi dany
jest wzorem (2.26):

(K'I'm/ |V, |klm) = f AV dQ(I'm! |0 ) (k! ¢ 0'| Vi | ke pO) (6] Im) = (2.33)
- f AV QY (.0, (6,0)(K' |V, k) =
— o) (W) Ipoy (k) [ dY5,0(61,6) [ d2Y,,,(6,6) -
= _471-7 ]I[O,n) (k,) I[[O,Ii) (k) 5l’05m’06105m0

gdzie: df) =sinfdfd¢ i analogicznie dla zmiennych primowanych.

W trzecim przejsciu skorzystano z faktu, ze funkcja charakterystyczna kuli pedowe;j
B(0, k) zapisuje sie w zmiennych sferycznych szczegolnie prosto. Nie zalezac od zmiennych
katowych, sprowadza sie do funkcji charakterystycznej przedziatu jednowymiarowego:

Ipo.0) (k) = Tjo,) (k) (2.34)

Dzieki powyzszemu, obie funkcje charakterystyczne mozna wyja¢ przed znak calki. Co
wiecej, catka po dwoch katach brylowych rozbija sie na iloczyn dwoch catek. Pod kazda
z nich znajduje sie harmonika sferyczna. Catka z harmoniki sferycznej po pelnym kacie
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brylowym moze by¢ potraktowana jako iloczyn skalarny tej harmoniki z funkcja stala.
Zauwazmy teraz, ze harmonika Yj jest wlagnie funkcja staly o wartosci (47)~1/2, a z faktu,
ze poszczegbdlne harmoniki sferyczne sa do siebie ortogonalne, wynika ostatecznie, iz:

[ d92Y,,,(6.0) = Vi [ dQY,,,(6,0)Y5(6,6) = VEr8i0mo (235)

Powyzszy fakt wykorzystany zostal w czwartym, ostatnim przejsciu w (2.33).

Postugujac sie (2.32) i (2.33), mozemy teraz obliczy¢ diagonalne elementy macierzowe
poszczegdlnych wyrazow szeregu Bohra (2.30). Dla zerowego wyrazu: By = Vw, zatem
w sposob trywialny mamy:

(kalm|Bolkalm) = —47y Ijo ) (k) 0100mo (2.36)

Kolejne wyrazy, cho¢ coraz bardziej rozbudowane, nie sprawiaja wiekszych problemow
obhczemowych dzieki szczegolnie prostym postaciom elementéw macierzowych G¢, oraz
V. 1 tak, element diagonalny pierwszego wyrazu oblicza sie:

(kolm|By|kolm) = (2.37)
:% /kzdkledk}Q (l{/‘ lm|V |k:1[1m1)(klllml|G0a|k2l2m2)<k2l2m2|V |k lm)
l1m1l2m2
£ 2 5106 2 !
=§th%mw0mmfh%ﬁw0053xg=

321y kidky
e 2 o (Ka )6105""0/ k2 — k2 +ie

W drugim przejsciu dokonano podstawienia (2.32) i (2.33) pod odpowiednie elementy
macierzowe, a nastepnie tatwo wysumowano po wszystkich czterech dyskretnych liczbach
kwantowych oraz wycatkowano po k.

Pojawiajaca sie na koncu (2.37) catke, ktora oznaczymy przez I(k,k,), nalezy trak-
towa¢ w sensie granicznym ze wzgledu na €, tj.:

K2dk,
Jmkymmfm T (2.38)

Catke te mozna obliczy¢ metodami analizy zespolonej (por. Rozdzial 6), otrzymujac:

I(k,ky) = % (ln : J_r Za - m) -K (2.39)

Warto zwroci¢é w tym miejscu uwage, ze przechodzac do granicy k — oo (a wiec do
potencjatlu niezrenormalizowanego), calka I(oo,k,) jest rozbiezna dla kazdego k.. To
wtasnie te ,niefizyczne nieskonczono$ci” byly wspomniane w poprzednim podrozdziale
jako jedna z motywacji wprowadzenia pedu obciecia.
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Elementy diagonalne drugiego i dalszych wyrazow Bohra mozna obliczy¢ w analogiczny
sposob jak dla B;. Okazuje sie (zmudny, acz nietrudny dowod indukeyjny pomijamy), ze
dla n-tego wyrazu Bohra:

A 8
(ko] Bulkalm) = ~4my T, (ka)dloémo( S 1k )) (2.40)

Powyzszy wzor jest stuszny dla wszystkich” n=0,1,2,....

Sumujac (2.40) po n, otrzymujemy (k,lm|T|k,lm) na mocy (2.30). Przyjmujac
odpowiednie zalozenie na iloraz otrzymanego (zespolonego) szeregu geometrycznego,
dostajemy:

A2
_ —47T’}/]I 0,{) (k’ )(Sloémg
1+ 538 (K, ky)

(ki Tlkalim) = =477 Tpo (k) b 3 (- 1)) - (2.41)
n=0

Chcac teraz otrzymac (k,,|T|k, ), dokonujemy zmiany bazy w powyzszm wzorze zgod-
nie z (2.28). Dzieki obecnosci delt Kroneckera dj9, d,,0, Operacja ta jest trywialna. Otrzy-
mujemy:

, 77'7]10/4) (k )
(k,|Tk,) =Yoo (0", 0")Y5o(, ) Swvuj( k;)

_ _P)/JIOH) (k )
1+87"”‘[(/<; ko)

(2.42)

poniewaz Yoo = (4m)1/2.
Mozemy teraz ostatecznie zapisa¢ wzor na amplitude rozpraszania w funkcji wartosci
pedu czastki rozpraszanej f(k,). Na mocy (2.27) oraz (2.39) mamy:

I 0,k (ka) OH (k )
f(ka) Y [ )2] Lk T ) 1 Ktka _ (243)
472 pry tr (,i’ Of) Ay T + ( L2 Sy ko ”T)

Jak wida¢, wynik nie zalezy od zmiennych katowych. Jest to bezposrednia konsek-
wencja faktu, ze jedynie elementy macierzy 7' odpowiadajace [ = m = 0 sg niezerowe, co
z kolei jest w pelnej zgodnosci z zalozeniem, iz rozpraszanie odbywa sie jedynie w fali
s. Notabene, w powyzszym rozumowaniu nie skorzystaliSmy z tego zalozenia jawnie —
okazuje sie ono whudowane juz w samg postac efektywnego oddzialywania Vip.

7Z (2.43) mozna rowniez odczytac, ze czastka obdarzona pedem o wartosci przekracza-
jacej k nie ulegnie rozproszeniu. Jest to oczywiste, albowiem bezposrednio z definicji
potencjatu (2.26) wynika, ze ,nie widzi” on czastek o takim pedzie.

"Por. w szczegolnosci dla (2.36) i (2.37).
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2.3.3 Uwzglednienie spinu

Aby zakonczy¢ analize rozproszeniowg fermionu na fermionie, musimy jeszcze uwzgled-
ni¢ spin. W tym celu zapiszmy wpierw asymptotyczng posta¢ funkcji v, stanowiacej
rozwiazanie rownania Schrodingera bez czasu (2.22) w bazie polozeniowej (por. (S 40.12)):

1/)w(1‘w) Tw 00 C( ikazw | f(l{i )elkarw) (244)

w

gdzie C to stala normalizacyjna, natomiast r,, ma sens wzglednego potozenia fermionow:
r, =11 —Tro. PrzyjeliSmy tez, ze fala padajaca porusza sie wzdluz osi z.

Rowniez funkcje 1y, wyrazajaca sie w bazie pedowej wzorem (2.24) mozemy zapisac
w bazie polozeniowej. Konkretna postaé¢ ¥y (rys) nie jest dla nas istotna®. Istotne za
chwile bedzie jednak to, ze jej argument rj; ma sens potozenia §rodka masy oddziatujacej
pary fermionéw: ry; = % (ry +13).

Asymptotyczna postaé rozwiazania wyjsciowego rownania Schrodingera (2.13) mozna
zatem zapisa¢ w bazie potozeniowe] jako:

ezka\rl ro|
vy — 1o
Funkcje spinowa [A;\y) pozostawiamy w postaci abstrakcyjne;j.
Funkcja (2.45), jakkolwiek stanowi matematyczne rozwigzanie rownania Schrodingera
(2.13), nie moze jako taka opisywaé¢ pary fermionéw, albowiem nie jest calkowicie
antysymetryczna ze wzgledu na przestawienie czastek 1 <« 2. 7 czterech funkcji:

Wy, Uy, Uy, U}, mozna skonstruowaé nastepujace cztery calkowicie antysymetryczne
funkcje falowe:

\I/)\l)\Q(I'l,I'Q,t) =Yy (% (rl +I‘2) ,t)( ika(21-22) +f(k‘ ) )|)\ /\2> (2,45)

Uy(ry,ro,t) = % [Wyy(ry,ro,t) — U p(ry,10,8) + Wy (ro,11,t) — Ujp(ra,11,1)]

Uy (ry,re,t) = % [Us1(ry,r0,t) — Upy(rg,11,1)]

Us(ry,ro,t) = % [Wyy(r1,re,t) + U pp(ry, 10, 8) = Wy (ro,r1,t) — W s(ra,rq,t)]  (2.46)
Uy(ry,ro,t) = %[\Ifu(rl,rg,t) U, (rg,1y,1)]

co po podstawieniu (2.45) daje (z dokladnos$cia do czynnika fazowego):

ezka\rl—r

\Ijl(rlyr%t) = wM(% (I'1+I'2),t) COSkO&( 22)+f(k ) | |
Uy(ry,re,t) = \/ﬁsz(% (ry+15) ,t) sinkq(z1 — 22)| 1)
Wy(ry,ra,t) = s (5 (r1+12),t)sinka (21 — 22) (| 1) +] 1)) (2.47)

Wy(ry,ra,t) = V29U (% (ry+12) ,t) sinkq(z1 — 22)| 44)

](w—um

Jak wida¢, jedynie Wy odznacza sie niezerowa amplituda rozpraszania réwna f(k,)
i to wlasnie ta funkcja falowa opisuje stan rozproszeniowy pary fermionéw o wzglednym
pedzie o wartosci k.

8Bedzie ona opisywaé paczke falowa w rodzaju tréjwymiarowego odpowiednika (S 12.20).
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Wynikaja stad dwa wazne spostrzezenia. Po pierwsze, pomimo niezerowego zasiegu
potencjalu oddzialywania, jedynie pary fermionow o przeciwnych spinach beda sie
rozprasza¢ na sobie. Po drugie, procedura antysymetryzacji nie wptyneta na postac
amplitudy rozpraszania. Wzor (2.43) jest wiec wciaz w mocy, jakkolwiek dotyczy jedynie
kanalu singletowego % (1) =14)-

2.4 Wnioski. Ostateczna postaé¢ efektywnego potenc-
jalu oddzialywania.

Cala powyzsza analiza rozproszeniowa miala na celu uzyskanie amplitudy rozprasza-
nia fermion-fermion (2.43). Zapiszmy ten wzor wstawiajac parametry potencjatu
Vi, (g oraz k.) oraz mase fermionu m w miejsce zmiennych pomocniczych zgodnie

z przepisem: [ T, K> %, v 2(2’;@3 (por. (2.26)).
Otrzymujemy:
Lio.1.2) (ko)
e = e b (In petfe —im)

Zalezno$¢ ta w granicy niskoenergetycznej musi zgadzac¢ sie z zaleznoscia (2.3). Aby
przedstawi¢ zwiazki, jakie musza by¢ spetnione miedzy zadanymi parametrami rozprasza-
nia a i reg a parametrami potencjalu g oraz k., rozwinmy mianownik we wzorze (2.48)
w szereg Maclaurina wzgledem k,:
8th? k. k k. + 2k 8wh? k 4
S+ 2| ln——=—ir| = - = —iko + —k2+ O (K2 2.49
e N ek R A GO

Poréwnanie powyzszego rozwiniecia z mianownikiem prawej strony wzoru (2.3) daje
nastepujace dwie réwnosci:

(kc mh?
a = -

™ mg

mg T T mg T

8

k.

-1
) oraz Toff = (2.50)

Zasieg efektywny req stanowi miare zasiegu oddzialywania miedzy fermionami.
Na mocy definicji rozrzedzonosci gazu podanej w podrozdziale 2.1, zalezy nam, aby za-
sieg ten byl maty w poréwnaniu z odwrotnoscia pedu Fermiego kp. Zadanie to oraz drugi
ze wzorow (2.50) stanowia razem uzasadnienie warunku (2.12) wprowadzonego w poprzed-
nim podrozdziale znacznie mniej Scisle.

W dalszej czesci pracy wygodnie bedzie postugiwaé sie parametrami % oraz k.
W zwigzku z tym wyrazmy jeszcze g wlasnie za ich pomocg. Na mocy pierwszej rownosci
z (2.50) mamy:

8m2h?
g=—
m (ke=7)
Powyzszy wzor stanowi uwienczenie tego rozdzialu. Dookresla on wprowadzony

w Rozdziale 2.2 potencjal efektywny ch, ktory tym samym staje sie gotowy do opisu
rozrzedzonego gazu fermionéw. Jest to przedmiotem kolejnych rozdzialow.

(2.51)
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Rozdzial 3
Metoda HFB

W  pracy tej wykorzystano metode Hartree-Focka-Bogolubowa w ujeciu
Dobaczewskiego [13]. Roéwniez uzyte oznaczenia odpowiadaja tym zawartym w [13].
Nierzadko bedziemy sie odnosi¢ do podanych (i wyprowadzonych) tam wzorow, przy
czym odpowiednie odnosniki beda postaci (D <nr wzoru w [13]>).

3.1 Uwagi wstepne

3.1.1 Notacja

W tym i w kolejnych rozdzialach bedziemy postugiwaé¢ sie tzw. notacja
abstrakcyjno-wskaznikowa zwana rowniez notacja tensorowa, powszechnie stosowang
w elektrodynamice (por. np. [25]) i relatywistyce (por. np. [26]). Umozliwia ona
zwarty zapis wielu wzoréw zawierajacych tensory w wybranej bazie, jakkolwiek struktura
tych wzorow nie zalezy od konkretnej bazy.

Wiele obiektow pojawiajacych sie w niniejszym rozdziale ma charakter tensorowy.
My wszakze, pracujac na macierzach tych tensoréw, bedziemy te obiekty nazywac
(za Dobaczewskim) po prostu macierzami.

Przykladowo, macierze A i B transformacji Bogolubowa (por. (3.6)) w notacji
abstrakcyjno-wskaznikowej beda niekiedy zapisywane jako A", i B, gdzie tzw. indeksy
jednoczgstkowe p, v maja sens zupelnych zbiorow liczb kwantowych (np. w reprezentacji
pedowo-spinowej = k).

Pozycja gora-dot kazdego z indekséw informuje o wlasnosciach transformacyjnych
danej macierzy ze wzgledu na ten indeks.

I tak, ze wzgledu na gorny indeks macierz A podlega nastepujacej regule transforma-

cyjnej:

A, =) (ulo) A%, (3.1)

[

natomiast ze wzgledu na dolny indeks odpowiednia reguta ma postac:

AF = Z<U|V)A“U (3.2)

(e
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W przypadku macierzy dwuwskaznikowych istotna jest rowniez kolejnosé lewo-prawo
indeksow. Nawigzujac do klasycznej formy prezentacji macierzy jako tablicy liczb, indeks
lewy oznacza poszczegOlne wiersze, a prawy — poszczegbdlne kolumny macierzy. Tym
samym, kolejno$¢ indekséw determinuje spos6éb mnozenia macierzy. Przyjmujemy przy
tym konwencje sumacyjna, w mysl ktorej wykonujemy sumowanie po powtarzajacych sie
indeksach jednoczastkowych.

Majac w pamieci nakreslone powyzej reguty, mozna w prosty sposob przedstawié
dzialanie operacji transpozycji, sprzezenia zespolonego oraz sprzezenia hermitowskiego
macierzy. [ tak, transpozycja zamienia kolejno$¢ lewo-prawo indeksoéw, sprzezenie ze-
spolone zamienia pozycje géra-dot indeksoéw, natomiast sprzezenie hermitowskie jest ztoze-
niem obu tych operacji. Np. dla macierzy A:

(A7), = Al
(A, = A (3.3)
(A7), = A7,

gdzie przyjmujemy umowe, ze gwiazdka * oznaczamy sprzezenie zespolone macierzy, pod-
czas gdy podkreslenie gorne ~ oznacza ,liczbowe” sprzezenie zespolone. Réznica w dzia-
taniu * oraz ~ na macierz jest taka, ze ta pierwsza operacja wplywa na wtasnoéci trans-
formacyjne macierzy, natomiast druga — jedynie sprzega w sposob zespolony jej elementy.

Notacje tensorowa wraz z konwencja sumacyjng stosowaé¢ bedziemy jedynie do
macierzy. W szczegolnoéci nie beda nimi objete obiekty jednowskaznikowe (jak np. ope-
ratory kreacji-anihilacji czy wspotezynniki w,, v,). Od samych macierzy odrézniaé sie
w zapisie beda elementy tych macierzy, tradycyjnie indeksowane dolnie i nieobjete kon-
Wencja sumacyjna.

Zapiszmy przykladowa rownowazno$¢ notacyjna (w bazie dyskretnej), ktora powinna
rozwiaé wszelkie watpliwodci:

(AT)MUBUW(SﬂV = ZAO'MBUTF(SWI/ (34)

Lewa strona jest zapisana za pomoca notacji tensorowej, a prawa — notacji konwencjo-
nalnej. 07, to dwuwskaznikowa macierz jednostkowa. Jej element daje sie zapisaé¢ jako
odpowiednia delta Kroneckera, stad na jej oznaczenie uzyto tej tamej greckiej litery.

3.1.2 Dyskretyzacja bazy pedowej

Poniewaz wzor (2.51) wiazacy stala sprzezenia g z dlugoscia rozpraszania a i pedem
obciecia k. wyprowadzilismy dla uktadu o ciaglej (nieprzeliczalnej) bazie stanow jed-
noczastkowych, rowniez réwnania HFB bedziemy chcieli rozwigzaé¢ dla takiego uktadu.
Niestety, gdyby$my w tym celu od poczatku postugiwali sie ciagta bazg stanéw, natrafi-
liby$my do$é¢ szybko na powazne problemy natury matematycznej i interpretacyjnej. Dla-
tego zastosujemy podejs$cie dobrze znane z wielu elementarnych kurséw mechaniki kwan-
towej (por. np. [7]), polegajace na rozwazeniu wpierw ukladu zamknietego w sze§ciennym
pudetku o boku L z periodycznymi warunkami brzegowymi natozonymi na funkcje falowe
jednoczastkowych standéw bazowych.
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W odpowiednim momencie, pod koniec wyprowadzenia, przejdziemy z L do +oo.
W szczegolnosei, dla bazy fal plaskich |k) przejscie to bedzie sie wigzalo z zastapieniem
dyskretnego zbioru standéw zbiorem ciaglym. Wowczas sumy po k formalnie przejda
w calki zgodnie z nastepujacym przepisem!:

()’ 3 L /d?’k (3.5)

keX keX

3.1.3 Uwagi na temat metody HFB

Metoda HFB moze by¢ postrzegana jako metoda wariacyjna. W zasadzie polega ona
bowiem na warunkowej minimalizacji wartosci oczekiwanej hamiltonianu (2.1) na klasie
tzw. stanow iloczynowych, przy czym warunkiem jest ustalona warto$¢ oczekiwana ope-
ratora liczby czastek. Szukany stan realizujacy to minimum nazywa sie rozwigzaniem
samozgodnym.

Stany iloczynowe definiuje si¢ jako proznie fermionowych operatoréw anihilacji oy,
zwigzanych z operatorami kreacji-anihilacji ,,prawdziwych” fermionéw transformacja Bo-
golubowa (por. (D 3.1) oraz (D 3.3)):

Q, = Z Ayua, + Byua (3.6)

Wtasnosci transformacyjne macierzy definiujacych powyzsza transformacje wiaza sie
z nastepujacym sposobem ich indeksowania: A", oraz B,,.

Operator a, oraz jego sprz¢zenie hermitowskie o nosza nazwy odpowiednio operatora
anihilacji oraz operatora kreacji kwaziczgstki (w stanie p). Sa to, jak juz wspomniano,
operatory fermionowe, tj. ich rodzina spelnia odpowiednie relacje antykomutacyjne:

{o, 00} =0, (3.7)
{ap, )} =0

Relacje antykomutacyjne (3.7) oraz ich odpowiedniki dla operatoréw kreacji-anihilacji
sprawdziwych fermionéw” a,, a; wymuszaja spelnienie szeregu zwiazkow miedzy
macierzami A i B (por. (D 3.18) i (D 3.19)).

Na mocy lematu o jednoznacznosci prozni (D 1-4), para macierzy A, B okresla doktad-
nie jeden stan iloczynowy. Poszukiwanie rozwigzania samozgodnego sprowadza sie zatem
do szukania determinujacej go pary macierzy.

Rzecz jasna, inna taka para zwigzana z para A, B transformacja unitarng opisuje ten
sam stan. Wynika to ze swobody wyboru bazy jednoczastkowej, w ktorej dokonujemy
opisu. Fakt ten sklania do proby wybrania takiej bazy, w ktoérej przynajmniej jedna
z macierzy A, B okreslajacych rozwigzanie samozgodne jest diagonalna. Znacznie upro$-
citoby to zawierajace ja wzory.

Okazuje sie, iz stany iloczynowe skonstruowane sa tak specyficznie, ze dla kazdego
z nich mozna wybra¢ baze, ktora nie tylko diagonalizuje jedna z macierzy A, B, ale
rowniez druga z nich sprowadza do prostej (cho¢ niediagonalnej) postaci.

1Jest to nic innego jak szczegdlny przypadek sumy Riemanna, w granicy L — +oo przechodzacej
w calke.
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Taka baza jest tzw. baza kanoniczna stanu iloczynowego. Mozna ja zdefiniowac¢ jako
taka baze jednoczastkowa |u), w ktorej macierz A jest diagonalna, natomiast macierz

B jest macierzq antysymetryczng w postaci kanonicznej, tzn. ich elementy maja postac
(por. (D 4.108)):

Ay =y, (3.8)

B/W = sﬂvuéﬂy.

Operacja ~ przyporzadkowuje kazdemu indeksowi jednoczastkowemu p pewien rézny
od niego indeks fi, przy czym: fi = p. Pare stanow jednoczastkowych |u), |fi) nazywac
bedziemy stanami kanonicznie sprzezonymid.

Z kolei wielko$¢ s; jest pewnym zespolonym czynnikiem fazowym o wtasnosci: s; = —s,
(por. (D 4.91b-c)). Wybor konkretnych wartosci s, (tj. konwencji faz stanoéw bazy kano-
nicznej) podyktowany bedzie wzgledami wygody i dokonamy go w stosownym momencie
wyprowadzenia rownan HFB dla badanego uktadu.

Wspétcezynniki u, oraz v, sa liczbami rzeczywistymi zwigzanymi naste¢pujacym
warunkiem normalizacyjnym (D 4.130):

wl +v) = 1. (3.9)

2
o
Jak wynika ze wzorow (D 4.91a) oraz (D 4.106a-b), zachodza tez rownosci:

Uy = Up, (3.10)
U‘u = Vg

Wspoélezynnikom tym mozna czeSciowo nadaé interpretacje fizyczna. Dokonamy tego
w kontekscie badanego uktadu w dalszej czesci wyktadu.

W ogélnym przypadku okreslenie bazy kanonicznej rozwiagzania samozgodnego
mozliwe jest dopiero po rozwiazaniu rownan HFB poprzez diagonalizacje otrzymanej
macierzy A. Istnieje jednak twierdzenie, zwane twierdzeniem o samozgodnych symetriach,
pozwalajace wyspecyfikowa¢ baze kanoniczng rozwigzania samozgodnego jedynie na pod-
stawie nalozonych na nie symetrii. W ten sposob rownania HFB mozna rozwigzywacé od
razu w tej wygodnej bazie.

Po doktadng tre$¢ i dowod twierdzenia o samozgodnych symetriach por. Rozdziaty
8.4 oraz 9.4 w [13]. Tu skorzystamy jedynie z wniosku dotyczacego symetrii ciagtych,
ktory stanowi, ze baze kanoniczng rozwigzania samozgodnego zachowujgcego symetrie jed-
noczgstkowqg mozna wybraé tak, aby jej stany byly stanami wltasnymi generatora symetrii
(por. akapit nastepujacy po wzorze (D 8.73)).

3.2 Symetrie badanego ukladu

Fizyczne wlasciwosci badanego przez nas ukladu zwigzane sa z szeregiem symetrii,
jakimi odznaczaé¢ sie musi kazdy stan wtasny uktadu. Nalozymy je rowniez na szukane
rozwigzanie samozgodne, co pozwoli wyspecyfikowa¢ baze kanoniczng tego stanu. Jest
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to rownoznaczne z ograniczeniem klasy wariacyjnej, po ktorej dokonujemy minimalizacji
wartosci oczekiwanej hamiltonianu uktadu.
Wymienmy i umotywujmy teraz te symetrie.

a) Symetria przesunieé

Badanym przez nas uktadem jest jednorodny gaz. Jednorodno$¢ gazu oznacza wtasnie
symetrie ze wzgledu na przesuniecia. Wymagamy zatem zachowania tej symetrii przez
stan samozgodny.

Konsekwencja tego warunku oraz twierdzenia o samozgodnych symetriach (D 8-7)
jest mozliwo$¢ wybrania bazy kanonicznej rozwigzania samozgodnego zlozonej ze standéw
wlasnych generatora symetrii przesunie¢. Generatorem tej symetrii jest operator pedu,
zatem jako baze kanoniczng rozwigzania samozgodnego mozna wybra¢ baze fal ptaskich
|k\), zwana rowniez dalej baza pedowo-spinowa.

b) Symetria odwrocenia czasu (T-parzystosc)

Zarowno operator energii kinetycznej T, jak i1 operator zapostulowanego przez nas
oddzialywania efektywnego ch sa symetryczne ze wzgledu na inwersje czasu. Co wiecej,
o badanym uktadzie zakltadamy, ze znajduje sie w réwnowadze. 7 tych powodow
na szukane rozwigzanie samozgodne naktadamy warunek 7-parzystosci.

Zgodnie z rozwazaniami przeprowadzonymi w podrozdziale 9.2.6. w [13], w przy-
padku bazy kanonicznej stanéw iloczynowych T-parzystych mozna tak dobra¢ pary stanow
kanonicznie sprzezonych, by byly one jednoczesnie stanami wzajemnie odwrdconymi
w czasie — z dokladno$cia do pewnego czynnika fazowego.

W polaczeniu z warunkiem a. oznacza to, iz formalnie?:

K\ = -k, -\, (3.11)

albowiem?: Tinvlk)\) = sia| — k, —A), gdzie T}, 0ZnACZA operator inwersji czasowej (D 9-5),
natomiast sy jest czynnikiem fazowym wprowadzonym w podrozdziale 3.1.3.

¢) Symetria odwrécenia spinu

Rozwazaé bedziemy gaz ztozony z N fermionéw o spinie %, w ktorym doktadnie po N /2
czastek ma przeciwnie zwrocone spiny. Warunek ten, w odréznieniu od dwu poprzednich,
nie ma fundamentalnego uzasadnienia fizycznego. W szczegdlnosci, rozwaza sie uktady,
w ktorych proporcja liczb czastek o przeciwnych spinach jest rozna od 1:1 (uktady spo-
laryzowane) 27, 28|.

My zajmiemy sie jednakze najprostszym przypadkiem. W stosownym momencie
wyprowadzenia zalozymy, ze elementy macierzy A i B zapisanych w bazie pedowo-
spinowej |kA) zalezg od kierunku spinu A w taki sposob, ze fizyka rozwigzania samo-
zgodnego okaze sie ,nieczuta” na zamiane wszystkich liczb spinowych na przeciwne.

Powyzsza bardzo jako$ciowa uwaga zostanie uscislona w podrozdziale 3.3.11.

2Por. (D 9.44b) oraz (D 9.46).
3Por. (D 9.56a).
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d) Parzysta liczba czastek w ukladzie

Cho¢ wtasciwie nie jest to symetria, zauwazmy, ze warunki b. i c. milczaco zaktadaja,
ze liczba fermionow w gazie N jest parzysta. Rowniez Dobaczewski w [13| koncentruje
sie przede wszystkim na stanach parzystych.

W przypadku gazéw fermionowych liczba czastek jest bardzo duza i z punktu widzenia
wlasdciwosci termodynamicznych mozna bez straty ogoélnosci zaktadac, ze N jest parzyste.
Pozwala to ominaé¢ pewne trudnosci interpretacyjne i rachunkowe.

3.3 Roéwnania HFB dla rozrzedzonego gazu fermionéw

Po tym (z koniecznosci skrotowym) wstepie, przejdzmy do wyprowadzenia rownar
HFB dla badanego przez nas uktadu.

Jak wspomniano w podrozdziale 3.1.2, rozwazamy uklad w szeSciennym pudetku
o boku L z periodycznymi warunkami brzegowymi narzuconymi na stany bazy jed-
noczastkowej. Postugiwa¢ sie bedziemy baza fal plaskich (pedowo-spinowa) |kA), gdzie A
przebiega zbior {1,1}, natomiast k — zbiér {¥*n|n € Z3}.

3.3.1 Antysymetryzowana macierz potencjalu oddzialywania 1%

Wyprowadzenie zacznijmy od zapisania wzoru na element antysymetryzowanej
. . . kA ko)
macierzy potencjatu oddziatywania V Wy (por. (D 1.68)):
171?272

Vi A I A KN KON, = ~ 557 Ok kg i, i, LB(0ke) (K1 = ko) Ip(o k) (k] —k3) x (3.12)

x (O3, 9,0 = I 2500,x)

Wzér ten stanowi nic innego jak zantysymetryzowana wersje wzoru (2.8) z jednym
zastrzezeniem: w zapostulowanym przez nas uprzednio potencjale efektywnym w miejscu
L3 wystepowala liczba (27)3. Roznica ta zwiazana jest jedynie z inng normalizacjg jed-
noczastkowych funkcji falowych opisujacych uktad ,w pudetku”.

Stala sprzezenia g zwigzana jest z dlugoscia rozpraszania a i pedem obciecia k. wzorem
(2.51).

3.3.2 Postaé¢ rownan HFB w dowolnej bazie jednoczastkowe]

Niewiadomymi w rownaniach HFB sg macierze A i B determinujace stan iloczynowy.
Zapiszemy ich elementy w bazie kanonicznej (por. (3.8)). Symetrie a), b) narzucone
na rozwigzanie samozgodne w poprzednim podrozdziale implikuja, ze jako stany bazy
kanonicznej mozna wzig¢ wlasnie stany bazy pedowo-spinowej |[kA) oraz ze:

[kA) = |-k, -A). Otrzymujemy:

Akl)\l kodo = ukl)\l(sklkzé)\l)\g) (313)
Bkl)\l kodo ~ g*klﬁ)\lUklA16k17*k26Al,*A2 =

= =Sk Uk A 51{1 ,—ka 5>\1 = A2
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Gdzie skorzystano ze wzmiankowanej juz wezesniej (por. 3.1.3) tozsamosci spelniane;j
przez czynnik fazowy: s; = —s,,.

Same rownania HFB Dobaczewski zapisuje w postaci zwartego wzoru (D 9.105). Tu
jednak wprowadzimy je od razu za pomoca rownowaznego wzoru (D 9.111) wzbogaconego
o definicje pojawiajacych sie w nim obiektow: (D 9.106), (D 9.95) oraz (D 4.79). Bedziemy
pomija¢ indeks 07, ktory w [13| odnosi oznaczone nim obiekty do rozwiazania samozgod-
nego.

Rownania HFB maja postac:

T+T - A Al 4
_A* _T%_F*+M5‘|[B]_[B‘|E (314)

gdzie:
e F jest macierza diagonalna?, a na mocy lematu (D 9-10) — dodatnia;
e § oznacza macierz jednostkowa;

e 1 jest tu (rzeczywistym) wspolczynnikiem Lagrange’a, majacym fizyczny sens po-
tencjalu chemicznego®.

Pozostate obiekty sa pewnymi macierzami, ktorych definicja i posta¢ dla badanego
przez nas uktadu zostana przedstawione w dalszej czesci rozdziatu.

Wzor (3.14) to rownanie macierzowe, przy czym tu termin ,macierz” wyjatkowo ma
normalne znaczenie, dobrze znane z elementarnych kursow algebry liniowej. Z kolei ele-
mentami tych macierzy 2 x 2 i 2 x 1 sg juz macierze w znaczeniu nakreslonym w 3.1.1.

Aby uniknaé¢ potencjalnych nieporozumien, zapiszmy powyzsze rOwnanie w postaci
uktadu rownan w notacji abstrakcyjno-wskaznikowe;j:

(T+T - pé)" A%, + A" B,, = A" EP, (3.15)
~(A")uo A%, = (T* +T* = u8) " Br, = B, EP,

Taki sposob zapisu rownan HFB ma te przewage nad (3.14), ze uwidacznia wlasnosci
transformacyjne kazdej pojawiajacej sie w nich macierzy.

Przejdzmy teraz do omowienia i obliczenia pozostalych macierzy pojawiajacych sie
w (3.15). Za pomoca jednej z nich wyrazimy tez matematycznie warunek ustalonej
wartosci oczekiwanej operatora liczby czastek, przy ktorym to warunku przeprowadzana
jest minimalizacja energii prowadzaca do rownan HFB (por. 3.1.3). Gdy uczynimy to
wszystko, okaze sie, ze w przypadku badanego uktadu rownania HFB (3.15) znacznie sie
upraszczaja.

4Rzecz jasna zmniejsza to dowolnoié wyboru bazy jednoczastkowej |1), niemniej jednak taka baza
zawsze istnieje, por. dyskusja prowadzaca do wzoru (D 9.109).
°1 stad jego oznaczenie, ktére nalezy odrézniaé¢ od oznaczenia indeksu jednoczastkowego.
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3.3.3 Macierze gestosci pi k

Macierze gestosci, tzn. hermitowska macierz gestosci p = p, oraz antysymetryczny
tensor korelacji par (ang. pairing tensor) k = k* odpowiadajace stanowi |®) mozna
zdefiniowaé jako (por. (D 4.57)):

Pu = (Playa,|P), (3.16)
K = (Pla,a,|P).

Pokazuje sie, ze dla stanu iloczynowego zdeterminowanego przez macierze A i B,
powyzsze macierze gestosci mozna wyrazi¢ wzorami (D 4.61a,b):

'y = (B*)" (BT )gu, (3.17)
KMV = (B*);w(AT)UV_

Jak wynika bezposrednio z definicji macierzy p, jej element diagonalny p,, daje sie¢
zinterpretowaé jako $rednia liczba obsadzenn stanu jednoczastkowego p. Odnotujmy, iz
w przypadku uktadu fermionéw liczba ta nie moze przekraczaé¢ jednosci. W zwigzku
z tym mowi sie raczej o prawdopodobienstwie obsadzenia stanu jednoczastkowego p niz
o Sredniej liczbie czastek w tym stanie.

Aby odzyska¢ liczbe czastek w ukladzie N, wystarczy doda¢ do siebie wszystkie ele-
menty diagonalne macierzy p:

N =pt, = Trp. (3.18)

Na (3.18) mozna tez patrze¢ jak na szczegdlny przypadek wzoru (D 4.59), wyraza-
jacego wartos¢ $rednia dowolnego operatora jednoczastkowego F7 w stanie iloczynowym
|®) za pomocy zwigzanej z tym stanem macierzy p oraz macierzy Fj tego operatora:

(O] @) = Fy " p", = TrFyp. (3.19)

Istnieje réwniez odpowiednik powyzszego wzoru dla operatora dwuczastkowego E,
(por. (D 4.60)):

(RIEL|P) = B, (30700 + 5 (K™ (3-20)
gdzie: F, ““;y, jest zantysymetryzowana macierza operatora I (por. (D 1.68)).

We wzorze tym pojawia sie takze macierz x, ktorej nie da sie nadac fizycznej interpre-
tacji rownie tatwo jak macierzy p. Mozna jednak doj$¢ do wniosku, ze element macierzowy
Kuv stanowi pewna miare korelacji miedzy obsadzeniami stanéw jednoczastkowych p i v
w danym stanie iloczynowym. Wnikliwa dyskusje na temat interpretacji fizycznej tensora
korelacji par £ mozna znalez¢ w [13], w Rozdziale 4.

Wzory (3.19) i (3.20) pozwalaja wyrazi¢ warto$¢ oczekiwana hamiltonianu (2.1)
w stanie iloczynowym |®):

Enps = (T + V) = T, + V1 (37,0 + 4 (5™ (3.21)
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To wlasnie na minimalizacji warunkowej takiego funkcjonatu® opiera sie metoda HFB.

PrzejdZzmy teraz do wyrazenia macierzy gestoSci przez wspOtczynniki vy 1 k.
W naszym przypadku, gdy elementy macierzy A i B dane sa wzorami (3.8), podstawienie
do wzoru (3.17) pozwala otrzymad, iz:

_ D, _ .2
Pkidi koo = Z Z Bk1A1 k’XBkz)\z k'N = Uk1A15k1k25A1>\2a (3-22)
AI k/
Rkid1kodo = Z Z Bkl)\l k/)\’Akg)\Q k'A = TSk Vki A Uk Ny 6k17—k26>\1,—>\2
)\/ k/

Jak wida¢, macierz p jest w tej bazie diagonalna (podobnie jak macierz A), natomiast
macierz k jest macierza antysymetryczna w postaci kanonicznej (podobnie jak macierz B).

Element diagonalny macierzy p wyraza sie wiec przez kwadrat odpowiedniego
wspolczynnika v,

PrAkN = 012(,\ (3-23)

Na mocy warunku normalizacyjnego (3.9), v, jest liczba z przedziatu [0,1]. Jest to
w pelni zgodne z jego fizyczna interpretacja, ktéora na mocy powyzszego wzoru stanowi
prawdopodobieristwo obsadzenia stanu jednoczgstkowego |kA). Co godne odnotowania,
na mocy rownosci (3.10) prawdopodobieristwa obsadzenia stanow |kA) oraz |-k, -\) sa
sobie rowne’.

Warunek (3.18) ustalonej $redniej liczby czastek w uktadzie mozna teraz zapisaé jako:

N = ;;Ufa (3.24)

Powyzsze réwnanie pozwoli pdzniej wyznaczy¢é warto$¢ wspolczynnika Lagrange’a p
w rownaniach HFB.

Zmnacznie trudniej jest znalezé interpretacje fizyczng wspotczynnika uyy inna niz try-
wialna, wynikajaca z warunku normalizacyjnego: uf, =1 - v,.

Warto jednakze w tym miejscu wspomnie¢ o tzw. czynniku korelacji P(uv) miedzy
stanami jednoczastkowymi p oraz v (w stanie iloczynowym |®)). Jest on zdefiniowany
jako roznica prawdopodobienstw jednoczesnego obsadzenia stanéw p oraz v oraz iloczynu
prawdopodobienistw obsadzenia tych dwu stanow niezaleznie (D 4.135):

P(uv) = (Blaja,a}a,|2) - (Dlaja, @) (Blaja,|2) (3.25)

Odjemnik otrzymujemy natychmiast z definicji macierzy p oraz ze wzoru (3.23).
Odjemna natomiast wyraza sie wzorem (D 4.134). Otrzymujemy:

P(uv) = uZviés,. (3.26)

Jak wida¢, jedynie stany kanonicznie sprzezone moga by¢ wzajemnie skorelowane.
Jednakze beda one skorelowane jedynie wowczas, gdy wspolezynnik w, bedzie r6zny od
zera. To z kolei wymaga (na mocy warunku normalizacyjnego), aby stan jednoczastkowy
v nie byl calkowicie obsadzony (tzn. v, # 1). Rzecz jasna, korelacje nie beda dotyczy¢
stanow catkowicie nieobsadzonych (tzn. takich, ze v, = 0).

67Za jego argumenty mozna uwazaé macierze A, B albo macierze p, k.
"Wida¢ tu zwigzek zachowania symetrii odwrécenia czasu z kanoniczna sprzezonoscia stanéw bedacych
swoimi czasowymi odwrdceniami.
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3.3.4 Jednoczastkowy potencjal sredniopolowy I

Jednoczgstkowy potencjal Sredniopolowy 1 to obiekt pojawiajacy sie naturalnie
w wyprowadzeniu réwnan HFB (por. [13|, Rozdzial 9.3).  Definiuje sie go jako
(por. (D 9.92)):

Th, = VM o, (3.27)
gdzie: VWV/V, to antysymetryzowana macierz potencjalu oddzialywania (por. (3.12) badz
(D 1.68)).

Jak wynika z powyzszego wzoru, na jednoczastkowy potencjatl I' mozna patrzeé¢ jak
na pewne Srednie pole wytworzone przez fermiony o rozmieszczeniu® opisanym macierza
gestosci p. 7Z tego powodu I' nazywa sie tez niekiedy potencjatem indukowanym macierzq
gestosci p [13].

W przypadku badanego uktadu, podstawienie (3.12) oraz pierwszego ze wzorow (3.22)
do definicji (3.27) pozwala otrzymac:

Dionikare = 2, 20 Viou kvksdo ks PrAKN = (3.28)
AN KK

= _%51{11(25)\1)\2 Z Ul2<1+k,—)\1'
k<kc
Potencjal T' jest zatem w tej bazie diagonalny, podobnie jak macierz gestosci p. Na
wartos¢ danego elementu diagonalnego 'y, k,), skladaja sie prawdopodobiefistwa ob-
sadzen standéw o przeciwnym spinie oraz pedach roéznigcych sie od k; o wektor dlugosci
nie wiekszej niz k.. Jest to zrozumiale, albowiem potencjal efektywny, z jakim pracu-
jemy, nie dopuszcza oddzialywania miedzy fermionami w stanach niespetniajacych tych
warunkow.
Elementy macierzy I, sa liczbami rzeczywistymi.

3.3.5 Potencjal korelacji par A

Podobnie jak wprowadzony powyzej potencjal I'; roéwniez potencjat korelacji par A po-
jawia sie naturalnie w wyprowadzeniu rownaii HFB. Definiuje sie go jako (por. (D 9.93)):

AW =y R (3.29)

Macierz A mozna interpretowaé analogicznie jak czyniliémy to dla potencjalu T'.
Powyzszy wzor pozwala bowiem patrze¢ na A jako na pewne Srednie pole zwigzane
z oddzialywaniem miedzyczastkowym oraz z korelacjami miedzy stanami bazy jed-
noczastkowej, ktore to korelacje opisane sa tensorem korelacji par k. Dlatego tez A
zwana jest niekiedy potencjatem indukowanym tensorem korelacji par r [13].

Jak jednak wynika z samej definicji (3.29), technicznie rzecz biorac macierz A* nie
jest macierza potencjalu jednoczastkowego, poniewaz ma inne wtasnosci transformacyjne
niz macierz operatora takiego potencjatu.

8Chodzi tu niekoniecznie o rozmieszczenie w tréjwymiarowej przestrzeni konfiguracyjnej, a o sposéb
obsadzenia poszczegdlnych standéw w abstrakcyjnej bazie jednoczastkowej.
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Trudnosci z fizyczna interpretacja potencjatu korelacji par s zblizone do tych, na ktore
natkneliSmy sie wprowadzajac tensor korelacji par k. Mozna wszakze stwierdzié, ze podob-
nie jak ten ostatni, A stanowi miare korelacji obecnych w uktadzie. W szczegdlnosci,
w sytuacji braku jakichkolwiek korelacji mamy: A = 0.

Do kwestii interpretacji A wrocimy jeszcze w dalszej czesci pracy, gdzie okaze sie, iz
w przypadku badanego przez nas uktadu macierz ta opisuje tzw. szczeline energetyczng.

W analizowanym przypadku, podstawienie (3.12) oraz drugiego ze wzoréw (3.22) do
definicji (3.29) pozwala otrzymac:

Agyakors = Z Z Vi kado KAK'N FIAK N = (3.30)
AN kK

_ g
= 5550k, ko Ony 2o T[0ke/2) (K1) D) Skeay Uk, Vi, -
k<ke/2

Macierz A jest zatem antysymetryczna, podobnie jak tensor korelacji par k. Warto
zwrocié uwage, iz Ak, x, -k, -x, zalezy od k; jedynie poprzez funkcje charakterystyczna
przedzialu [0,k./2). W szczegblnosci, dla ki o dlugosci spoza tego przedzialu tensor
korelacji par zeruje sie — stany o pedach przekraczajacych (co do wartosci) k./2 sa niesko-
relowane.

Elementy macierzy A#” sa w ogolnosci liczbami zespolonymi. W naszym przypadku
wybor odpowiedniej konwencji fazowej sprawi jednak, ze beda to liczby rzeczywiste.

3.3.6 Energia kinetyczna T’

W rownaniach HFB (3.15) pojawia sie rowniez macierz jednoczastkowego operatora
energii kinetycznej T%,. W bazie |k\) macierz ta ma szczegélnie prosta, diagonalna postac:

T L 3.31
kl)\l k2/\2 2m k1k2 )\1)\2' ( ° )

Elementy macierzy 1", sa rzecz jasna liczbami rzeczywistymi.

3.3.7 Macierz energii jednokwaziczastkowych F

Dla porzadku zapiszmy jeszcze w bazie [k\) pojawiajaca sie¢ po prawej stronie rownar
HFB diagonalna macierz E. Jej elementy na diagonali sa dodatnimi liczbami rzeczy-
wistymi. Nosza one nazwe energii jednokwaziczgstkowych i stad tez nazwa calej macierzy.

Skoro macierz E jest diagonalna, to mozemy zapisac, iz:

Ek1>\1 kodo = E(kl)‘l)5k1k25>\1>\2- (332)

gdzie: F(kj)\;) jest pewng dodatnig funkcja liczb kwantowych ki, A;.

Poniewaz w dalszej czesSci wyktadu macierz E bedzie si¢ pojawia¢ bardzo rzadko,
uzycie tej samej litery na oznaczenie powyzszej funkcji nie powinno prowadzi¢ do
nieporozumien.
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Na zakoriczenie wprowadzania potrzebnych macierzy, warto nadmieni¢, ze z ich po-
moca wzor (3.21) na $rednig energie w stanie iloczynowym przyjmuje szczegolnie prosta
postaé¢ (por. (D 9.91)):

Eypp = Tr (Tp+1Tp - $Ak") (3.33)
a w notacji abstrakcyjno-wskaznikowe;j:
Eyrp = T,p", + 31%,p", = 38" (k") (3.34)

vu

Zapisawszy w bazie |k\) wszystkie macierze pojawiajace sie w rownaniach HFB (3.15),
tj. wzory (3.8), (3.28), (3.30), (3.31) oraz (3.32), mozemy przystapi¢ do zapisania tychze
rownan w tej bazie. Dokonamy tego wyraz po wyrazie.

3.3.8 Pierwsze ro6wnanie HFB

Wyraz (T + T - ud)" A2, ma postac:

Z Z (T +I- Mé)kl)\l kX Ak)\kz)\z = (E(kl)‘l) - u) uk1>\15k1k25>\1>\2 (335)
Xk
gdzie wprowadzono funkcje pomocnicza:

— h2K?
‘:(kl)\l) = 2m1 - % Z U12(1+k,—)\1 (336)
k<k.

Wyraz AP B,,, ma postac:

Y Ak i Biokars = 555 1[0k 2) (k1) [ > Sk)\lukAlvk)q] Sk Uk Ok ko Oagne (3.37)
A k k<kc/2

Z kolei wyraz 7z prawej strony rownania A", E’, ma postaé:

Y3 B inAkakans = E(KiA1) i x, Okka 0n (3.38)
"

Weszystkie trzy wyrazy maja wspolny czynnik Oy, k,0x,5,. ROWnanie jest wiec trywialng
tozsamoscia dla ki # ko lub Ay # Ao, Aby rozpatrzy¢ pozostale przypadki, podstawmy
ko réwne ki oraz Ag rowne \;.

Pierwsze réwnanie HFB sprowadza sie do:

(E(kiAr) = 1) wse, x, + 555110,k0/2) (B1) [ Z SkA kalvkxl] Sk Uk = E(kiA1)uk, z, (3.39)
k<ke/2

gdzie A, przebiega zbior {1, ]}, natomiast k; — zbior {¥*n|n € Z3}.
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3.3.9 Drugie ré6wnanie HFB
Wyraz —(A*),,A%, ma postac:

k<ke/2

3 Ak Ainkors = — 355 [0,k 2) (k1) [ > §k>\1uk)\1vk)\1:| Ui, 7, Oy ko Oy 2o (3.40)
N K

Wyraz — (T +T* = pid) " By, ma postac:
- Z Z (T +1' = Ma)kl)\l kA Bk/\kz)\Q = (E(kl)‘l) - ,u) §k1)\1 Ukl)\l(skhsz(s)qr)\z (341)
Ak

gdzie korzystaliSmy z tego, ze macierze T'i I' s3 rzeczywiste oraz ze u, i v, sa liczbami
rzeczywistymi.

Funkcja pomocnicza = zdefiniowana jest wzorem (3.36).

Z kolei wyraz z prawej strony rownania B,,,E”, ma postac:

Z Z Ek1)\1 k/\Bk)\ k2)\2 = _E(k].)\l )gkl)\lvk1)\15k1,—k2 5/\17_)\2 (342)
Ak

Tym razem wszystkie trzy wyrazy maja wspolny czynnik dx, x,0x, -»,- ROwnanie
jest wiec trywialng tozsamoscia dla k; # —ko lub A\; # =Xy, Aby rozpatrzy¢ pozostale
przypadki, podstawmy ks rowne —k; oraz Ay réwne —\;.

Drugie rownanie HFB sprowadza sie do:

—555 110k, /2) (k‘l)[ > 5kA1ukAlva1] s,y + (E(K1AL) = 1) B1y 0, Vi Ay = (3.43)
k<kc/[2

= _E(k1A1)§k1)\1Uk1>\1
Powyzsze rownanie wygodnie przemnozy¢ obustronnie przez —sy, y,, otrzymujac:

st 10,k /2) (K1) [ >, Skmukmvkm] Sk Ui n — (E(k1AL) = 1) v = E(kid) vy, (3.44)
k<kc/2

gdzie A, przebiega zbior {1, ]}, natomiast k; — zbior {¥*n|n € Z3}.

3.3.10 Wybér konwencji fazowej

Otrzymane przez nas rownania HFB (3.39) i (3.44) mozna znacznie uprosci¢. Aby
tego dokonaé, dobrze jest najpierw wybra¢ wygodng konwencje fazowa.

Ze wzgledu na fakt, ze czynniki fazowe sy, pojawiaja sie pod sumami liczonymi po k,
warto przyjac, ze czynniki te nie zaleza od k. Co wiecej, dobrze, aby czynniki fazowe byty
liczbami rzeczywistymi, dzieki czemu macierze B i A beda rzeczywiste.

Te dwa wymogi wraz z wlasnoscig s; = —s, ograniczaja liczbe mozliwych konwencji
do dwoch. Pierwsza z nich stanowi, iz dla dowolnego k:

skp=81=1 oraz Sk =5, =-1 (3.45)
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Druga mozliwg konwencje uzyskuje sie z powyzszej przez zamiane miejscami 1 z |.
Wyboér pomiedzy tymi dwoma konwencjami jest dowolny. Tu wybierzemy konwencje
(3.45).

Dzieki przyjeciu takiej konwencji fazowej, w ktorej czynnik fazowy sk, nie zalezy od k,
w oczywisty sposob prawdziwa jest nastepujaca tozsamosé:

Siid D Skq U Ukay = Y. Uiy Uk, - (3.46)
k<ke/2 k<ko/2

Zastosowanie tej tozsamosci do rownan HFB sprowadza je do nastepujacej postaci:

(E(kiAr) = 1) e x, + Lo s2) (K1) A1) v n, = E (kA (3.47)
Tjo,k.72) (K1) A uie,x, = (E(kiAr) = 1) Vi a, = B (ki A vz, (3.48)

gdzie A, przebiega zbior {1, ]}, natomiast k; — zbior {¥*n|n € Z3}.
Wprowadzono tu kolejna funkcje pomocnicza:

A(N) =55 [ > uk,\lvk,\ll (3.49)

k<ke/2

A oznacza tu pewna rzeczywistg funkcje wspotrzednej spinowej. Jest ona rowna ele-
mentowi macierzowemu Ay, y, —k, -», dla kazdego ki takiego, ze ki < k./2, zatem uzycie
tego samego symbolu nie powinno prowadzi¢ do nieporozumieri.

3.3.11 Konsekwencje symetrii odwrécenia spinu

Jednym z warunkow, jakie narzuciliSmy na rozwazany przez nas gaz fermionéw jest
wymog, aby opis tego uktadu byl niezmienniczy ze wzgledu na zamiane kierunkoéw spinow
(por. podpunkt ¢) w podrozdziale 3.2). Skutkiem tego, dla kazdego k zachodzi¢ beda
rownosci:

Ukt = Uk =t Uk OrazZ Vkp = V| =* Vk. (350)

To z kolei oznacza, ze funkcje pomocnicze = oraz A nie beda w istocie zalezeé¢ od
spinu. Ta ostatnia stanowi¢ bedzie zatem pojedynczq liczbe rzeczywistq, ktora bedziemy
nazywacé szczeling energetyczng.

Wreszcie, zalezne od wszystkich wyzej wymienionych wielkosci poprzez rownania HE'B
energie kwaziczastkowe rowniez beda indeksowane jedynie pedem: E (k1) = E'(k |) =: F\.

Rownania HFB ulegng dalszemu uproszczeniu, przyjmujac postac:

(E(k1) = p) uie, + Lo 2y (k1) Ak, = i, (3.51)
Lo kes2y (K1) Aug, = (E(k1) = p) viy = By, v, (3.52)

co warto dla przejrzystosci zapisa¢ w postaci macierzowej”:

E(kl) M H[Ok /2) (k«‘l)A Uk Uk
= Y =FE ! 3.53
[ Lo kesoy (k1) A —E(ki) +p Uk, ol oy, (3:53)

W odréznieniu od ogdlnej postaci (3.14), tu elementami macierzy 2 x 2 i 2 x 1 sg liczby.

©
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gdzie:

—_ h2k?
E(ki) = 5k -5 2, Vi (3.54)
k<kc
A = % Z Uk Vk (355)
k<kc/2

Natomiast wspotezynnik Lagrange’a u zadany bedzie przez warunek (por. (3.24)):

=23 02 (3.56)

3.3.12 Sprowadzenie ré6wnan HFB do ukladu dwéch réwnan

Skoncentrujmy sie teraz na cze$ci uktadu rownan HFB odpowiadajacej pedom
o wartosciach ky > k./2. Jako ze dla takich pedéow funkcja charakterystyczna w (3.53)
wynosi zero, kazde réwnanie zawiera¢ bedzie macierz diagonalna:

RN e .

gdzie kq tym razem przebiega zbior {¥fn|n € Z3} \ B(0, k./2).

Ze wzgledu na diagonalng posta¢ macierzy uktadu oraz na warunek normalizacyjny
(3.9) otrzymamy, ze albo uy, =11 v, =0, albo uy, =01 vy, = 1. Innymi slowy, stany
o wartosci pedu wyzszej niz potowa pedu obciecia sa albo catkowicie nieobsadzone, albo
caltkowicie obsadzone.

To, ktora z tych mozliwosci zachodzi dla konkretnego stanu bazy pedowej, jest
zdeterminowane (od strony matematycznej) warunkiem dodatniosci energii jednokwazi-
czastkowych. Dla kazdego k;, musimy wzia¢ Ey, réwna tej z wartosci wlasnych
+(Z2(ky) — i), ktora jest wieksza od zera.

Wartos¢ =Z(k;) — 4 mozemy ograniczy¢ zarowno z gory jak i z dotu, albowiem skoro:

Y vk S vp=3 (3.58)

k<kc k

gdzie sume po podzbiorze stanéw bazy ograniczono z gory przez sume rozciagnieta na
wszystkie stany bazy, po czym skorzystano z (3.56), to stad otrzymujemy, ze:

T < B) s By, (3.59)

gdzie wprowadzono Srednig koncentracje czastek w uktadzie:
n:= 2% (3.60)

Dla k; > k./2 ograniczenie dolne w (3.59) mozemy uniezaleznié¢ od ky:

—_ h2k2 n
(k) —p > e = 9 - (3.61)
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Przywolajmy warunek (2.12) stanowiacy, ze k. jest ,duze”. Wzmocnijmy go teraz
zadaniem, by:
%—%—wo (3.62)
przy czym nalezy pamietac, ze stala sprzezenia g zwiazana jest z k. wzorem (2.51).
Na mocy tego warunku oraz obu wymienionych powyzej ograniczen (3.59), (3.61)
otrzymujemy dwa wnioski dotyczace pedow k; takich, ze ky > k./2.
Po pierwsze, energie jednokwaziczastkowe ograniczaja si¢ przez:
p2k} gl

o 1 M S B <

R2kE | loln

Ay (3.63)

Po drugie, zachodzi: uy, =11 vg, = 0. Innymi stowy, stany jednoczastkowe o wartos-
ciach pedu przekraczajacych potowe pedu obciecia sa catkowicie nieobsadzone; kula pe-

dowa B(0, k./2) zawiera wszystkie stany o niezerowym prawdopodobieristwie obsadzenia
Vg,

Ten ostatni fakt ma dalsze konsekwencje upraszczajace nasze obliczenia. Zauwazmy,
ze gdy za chwile przejdziemy do rozwazania rownan HFB dla k; < k./2, bedziemy mogli

potozyé:

D Uk = QU= (3.64)
k<k. k

Jest tak, gdyz kula pedowa B(kj,k.) zawiera w sobie cala kule pedowa B(0,k./2)
dla dowolnego ki spetniajacego ki < k./2. Innymi slowy, suma z lewej strony powyzszego
ciggu rownosci zawiera juz wszystkie niezerowe przyczynki. Z kolei druga rownosé to nic
innego jak (3.56).

Rozwazmy wiec teraz te czes¢ uktadu rownan HFB, ktora odpowiada pedom o wartosci
ki < k./2. Na mocy réwnosci (3.64) mamy, iz:

th%
2m

E(ky) =

+T (3.65)
gdzie wprowadzono oznaczenie:
[=-2 (3.66)

Tu I' stanowi zatem pojedyncza liczbe rzeczywisty. Uzycie tego samego oznaczenia co
dla jednoczastkowego potencjalu Sredniopolowego nie powinno prowadzi¢ do nieporozu-
mien, podobnie jak nie budzi go uzywanie znaku A na oznaczenie zaréwno szczeliny
energetycznej, jak i wezesniej potencjatu korelacji par.

Mozemy teraz w zwarty sposob zapisa¢ rownania HFB dla pedow o wartosci ky < k./2:

2m +I —H A Uk, Uy,
=F 3.67
A - (% +1 - u) Uk, o, (3:67)

gdzie kq tym razem przebiega zbior {¥fn|n € Z3} n B(0, k./2).
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. . . ) h2k? 2
Macierz powyzszego ukladu ma wartosci wlasne rowne :I:\/( he +F—/¢) + AZ,

Z definicji, energia kwaziczastkowa Ly, jest rowna tej wiekszej od zera:

2
By, =\/("1;’ij +D=p) + A7 (3.68)

Natychmiast mozna wiec zapisa¢ rownania na uy, oraz vy, :

R
BN T 3.69
W=\ 3t T oE, (3.69)
TR
Up, = \| = -2 — °
=\ 2 2By,

Niestety, rownanie (3.67) nie jest rownaniem wlasnym, poniewaz szczelina energety-
czna A zalezy od wuy i v indeksowanych k takimi, ze k < k./2. W konsekwencji, we wzo-
rach (3.69) wspotczynniki uy 1 vk znajduja sie rowniez po prawej stronie - ukryte w Ey, .
Wzory te nie sa wiec jeszcze rozwiazaniem, ale dopiero zadaja nieliniowy uklad réwnan
na wartosci tych wspotczynnikow.

Uktad ten mozna jednak rosprzac, sprowadzajac go do pojedynczego nieliniowego row-
nania na A, zwanego w literaturze réwnaniem szczeliny energetycznej (ang. gap equation
|9, 15, 22]).

W tym celu przemnozmy stronami wzory (3.69) i skorzystajmy z (3.68):

h2k'2 2
1 ( 2m1 +I' - lu) A
Uk, Uk, = | = — =
fatla 7] 4 AB? 2,

(3.70)

Podstawiajac powyzsza rownosé do definicji szczeliny energetycznej (3.55), otrzymu-
jemy, iz:

g 1
A=A Z —
4L3 k<ke/2 Ex

(3.71)
Trywialnym rozwigzaniem powyzszego réwnania jest A = 0, opisujace faze normalna
gazu fermionow. Jest to jedyne rozwiazanie w przypadku uktadu czastek nieoddziatuja-
cych (g =0).
W przypadku, gdy A # 0, podzielmy réwnanie (3.71) przez %:
413 1
— = — (3.72)
9 k<ke2 Ly

Powyzszy wzor to wlasnie zapowiadane rownanie szczeliny energetycznejl®. W rzeczy-
wisto$ci zawiera ono, oprocz A, jeszcze jedng niewiadoma: potencjal chemiczny pu.

10Sama A ukryta jest w Fl, patrz wzér (3.68).
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Drugim rownaniem, ktore wespot z powyzszym catkowicie zdeterminuja rozwiazanie row-
nan HFB, jest oczywiscie warunek (3.56) stalej liczby czastek. Przeksztalémy go teraz do
postaci niezawierajacej v, :

[l S A
N=2 ¥ p= Y 1oz H (3.73)
k<kc/2 k<ke/2 Ey

gdzie skorzystano z drugiego ze wzorow (3.69) oraz ograniczono sie do sumowania po kuli
pedowej B(0,k./2) (por. dyskusja po (3.64)). Rownanie to nazywaé¢ bedziemy po prostu
réwnaniem statej liczby czqstek™.

Rownania (3.72) oraz (3.73) tworza nieliniowy uktad réwnan z dwiema niewiadomymi:
A'i p. Po jego rozwiazaniu, mozemy uzyska¢ wartosci wszystkich wspoltczynnikow uy 1 vy
postugujac sie wzorami (3.69).

3.3.13 Przejscie graniczne L — +oo

Nadszedt odpowiedni moment, aby wydosta¢ nasz uktad z pudetka i na powrot postugi-
wac sie ciagla baza stanow jednoczastkowych. Przepiszmy rownania (3.72) i (3.73), prze-

) .. 97\ 3
MNOZYWSZY ]€ JeSZCZe przez (f) :
7'('3 T 3
2= () Y & (3.74)
k<kc/2
3 h2k2 r
o
grn = (&) N (1—2mE—k“) (3.75)
k<kc/2

gdzie n to $rednia koncentracja czastek (3.60).

Dokonajmy teraz przejscia granicznego L — +oo zgodnie z przepisem (3.5), zachowujac
jednak stalg koncentracje czastek n w uktadzie. Jest rzeczg zrozumialy, ze w jednorodnym
i nieskonczonym uktadzie to wtasnie ta wielko$¢ bedzie miarg nagromadzenia czastek, a nie
(nieskonczonal) liczba czastek N.

Otrzymujemy:
71.3
e _ f ik (3.76)
k<kc/2
3, _ _ %*F‘“ 3
8m°n = 1 jon d’k (3.77)
k<ke/2

Definicja I' (3.66), a takze wzory na Ey (3.68) oraz uy i vk (3.69) nie ulegaja zmianie
w wyniku dokonanego przez nas przejscia granicznego.

W literaturze [15] mozna spotkaé sie ze skrotowa nazwa number equation.

40



3.3.14 Symetria obrotowa i jej konsekwencje

Zwr6émy uwage, ze po prawej stronie rownania (3.68) nie pojawia sie ki, tylko k.
Oznacza to, ze w rzeczywistosci energie kwaziczastkowe zaleza jedynie od dtugosci indek-
sujacego je wektora pedu. W konsekwencji, na mocy wzordéw (3.69), to samo dotyczy
takze wspolczynnikow wuy i vy:

Ey, = Ey,
Uk, = Uk, (378)
Vk, = Uk,

7 fizycznego punktu widzenia oznacza to, iz rozwigzanie samozgodne rownan HFB dla
badanego przez nas ukltadu ma symetrie obrotowa. Wyniku tego nalezalo sie spodziewac
— zarébwno operator energii kinetycznej, jak i operator zapostulowanego przez nas od-
dzialywania efektywnego odznaczaja sie ta symetriag. Co wiecej, rozwazamy przeciez uktad
jednorodny.

Fakt ten ma istotne znaczenie rachunkowe. Teraz mozemy bowiem zamienié¢ catki
w rownaniach (3.76) i (3.77) z trojwymiarowych na jednowymiarowe. Po podstawieniu
pod g wzoru (2.51) i wykonaniu kilku przeksztalcen otrzymujemy:

ke /2

R-nie szczeliny energetycznej: 73 (kc - g) = f Eik k*dk (3.79)
0
P w2

R-nie stalej liczby czastek: 21n = / (1 - mE—Z“) k*dk  (3.80)
0

. 7-(-2 271
gdzie: T':= _m%TZrm)'

7, pewnych powodéw, ktore stang sie jasne w dalszej czesci wyktadu, pierwsze

z powyzszych rownan zapiszemy nieco inaczej. Przemmnozymy je mianowicie obustron-
nie przez —% oraz zamienimy k. stojace po lewej stronie (3.79) na 2 [, o/ dk, ktora to

calke przeniesiemy na prawa strone.
Ostatecznie, rownanie szczeliny energetycznej zapiszemy w postaci:

21.2
1— 2’;/; (3.81)

o >
O
~
[N}

3.4 Podsumowanie: rozwiazanie rownan HFB oraz
funkcjonal energii.

Na koniec tego rozdzialu przedstawmy najwazniejsze dotychczasowe wyniki dotyczace
rozwigzania rownani HFB (3.15) dla jednorodnego rozrzedzonego gazu fermionéw. Tam,
gdzie nie zrobiliSmy tego do tej pory, dokonujemy formalnego przejscia z L — +oo.
W szczegdlnosci, wymaga to zastgpienia delt Kroneckera odpowiednimi deltami Diraca.
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Parametrami wejSciowymi sg:

e n — koncentracja czastek w uktadzie;

e m — masa pojedyncze]j czastki;

e a — dlugo$é¢ rozpraszania charakteryzujaca oddzialywanie miedzyczastkowe;
e k. — ped obciecia specyfikujacy efektywny potencjal tego oddzialywania.

Rozwazania rozproszeniowe w podrozdziale 2.3 doprowadzily nas do zwiazku (2.51)
pomiedzy powyzszymi parametrami a stata sprzezenia g zawarta w efektywnym potencjale
oddzialywania (2.8):

~ 8m2h2
I (k-1)

Dzieki symetriom, jakie narzuciliSmy rozwigzaniu samozgodnemu w podrozdziale
3.2, zidentyfikowaliSémy jego baze kanoniczng. Jest nig baza pedowo-spinowa [k\).
Rozwiazanie samozgodne okazato si¢ posiada¢ tez symetrie obrotowa, ktéra sprawia, ze
wielkos$ci majace znaczenie fizyczne sg indeksowane jedynie przez dtugosé wektora pedu k,
a nie komplet czterech liczb kwantowych charakteryzujacych kazdy stan jednoczastkowy
tej bazy.

I tak, szukane w rownaniach HFB macierze A i B mozna zapisaé w postaci
(por. (3.13)):

(3.82)

Akl)\l koo = uk‘ 63 (kl - k2) 6}\1)\27 (383)
Biiaikors = —50, Uk &° (kl + k2) 5)\1,—)\2

gdzie w mysl przyjetej przez nas konwencji fazowej (3.45), czynnik fazowy s, indeksowany
jest jedynie przez kierunek spinu:

sp=1 oraz s, =-1 (3.84)

Wspotezynniki uy 1 vy, sa postaci (por. (3.69)):

1 @W—u k
up, = 3+ B5 dla k<% (3.85)
1 dla k>
. h;kQ Ty L
Vg = - 2me— dla k<
0 dla  k>k

gdzie:
[' ma sens wartodci statego, jednoczastkowego potencjatu $redniopolowego i wyraza
sie wzorem (3.66):

gn 2m2h%n
P90 . 3.86
4 m(k:c — %)7 (3.86)
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E), stanowi energie jednokwaziczastkowa odpowiadajaca kazdemu stanowi bazowemu
o wektorze pedu dtugosci k. Dla k < k./2 wyraza si¢ ona wzorem (por. (3.68)):

Ek=\/(%+r—u)2+& (3.87)

Energie jednokwaziczastkowe indeksowane przez k > k./2 maja bardziej skomplikowana
postac¢!?. Jest wszakze prawda, ze dla k > k./2 zachodzi (3.63):

PR 0| -p < By < BE 40| - (3.88)

Z kolei A i p maja sens tzw. szczeliny energetycznej oraz potencjatlu chemicznego.
Wzor (3.87) stanowi doskonale uzasadnienie nazwy pierwszej z tych dwu wielkosci. Al-
bowiem A, jako minimum funkcji Ej, opisuje szerokos¢ ,szczeliny” miedzy krzywa widma
jednokwaziczastkowego'? a osig k.

Matematycznie, para A, p stanowi rozwiazanie ponizszego nieliniowego uktadu dwoch
rownar (3.81), (3.80):

e /2

R-nie szczeliny energetycznej: / in’g dk (3.89)
0
ke/2 2,2 .

R-nie stalej liczby czastek: 210 = f (1 - %) k2dk (3.90)
0

Zwroémy uwage, ze przy takiej formie zapisu powyzszych rownar, z formalnego punktu
widzenia nic nie stoi na przeszkodzie, aby przejsé¢ z k. do nieskonczonosci'*. Ped obciecia
znajduje sie w nich bowiem jedynie w gornych granicach catkowania oraz w definicji I’
(3.86). Stanowi to zwienczenie procedury renormalizacji, ktora polegata na wprowadze-
niu k. celem unikniecia probleméw obliczeniowych zwigzanych z nieskoriczonosciami.
Rezygnuje sie z niego dopiero pod koniec wyprowadzenia, gdy nie groza juz zadne mate-
matyczne trudnosci.

Aby dokonaé przejécia granicznego k. - +oo, wystarczy obie calki zmieni¢ na niewlas-
ciwe oraz przyjac, ze I' = 0:

(S =)
+ + h2k2

z hezreo / (1 - 222?; ) dk oraz 2m2p ML f (1 - 2_75—_#) k*dk (3.91)

0 0

W Dodatku (Rozdzial 6) pokazemy, ze powyzsze calki niewlasciwe sg zbiezne.

W dalszej czesci pracy pozostaniemy jednakze przy ,duzej”, ale skonczonej wartosci
k.. Dzigki temu réwnania (3.89)-(3.90)!° bedziemy w stanie bez wigkszych probleméw
rozwigza¢ numerycznie (Rozdziat 5).

12Ma to zwiazek z niemoznoscia skorzystania z (3.64).

13Por. Rys. 5.5.

14Tak tez sig zreszta czyni w literaturze (por. [9, 15]).

15 A takze ich uogdlnienia na niezerowe temperatury, patrz Rozdzial 4.
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Nadmienimy, iz rownania (3.91) (nieco inaczej zapisane) po raz pierwszy podal Leggett
w roku 1980 [9]. Por. rowniez rownania (54),(55) w [12].

Pozostale pojawiajace sie w rownaniach HFB macierze sa postaci:

e Hermitowska macierz gestosci:

Prinkars = Vg 07 (k1 = ko) Oy, (3.92)
e Antysymetryczny tensor korelacji par:
Kl d koa = —SA; Uk Uky 0° (K1 +K2) Oxy s (3.93)
e Jednoczastkowy potencjal sredniopolowy (dla ky < k./2)'6:
Tieonions = T 07 (k1 = K2) O, (3.94)
e Potencjal korelacji par:
Ak kore = 53 A ok, 2) (k1) 53 (k; + ko) Ori—Aas (3.95)

e Macierz energii kinetycznej:

2,2
Tk1>\1 kodo = hQ:Ll & (kl - k2) 5>\1)\2; (396)

e Macierz energii jednokwaziczastkowych:

Ek1>\1 k2>\2 = Ek‘1 53 (kl - k2) 5)\1)\27 (397)

Podane powyzej wzory wykorzystamy teraz, aby przeksztalci¢ ogolny wzor (3.33) na
warto$¢ oczekiwana hamiltonianu do prostszej postaci, ktora wygodnie bedzie sie postugi-
waé w konkretnych obliczeniach.

Wzor (3.33) rozpiszmy wpierw dla uktadu zamknietego w szesciennym pudetku o boku
L, tj. postugujac sie taka dyskretna baza pedowo-spinowa, jakiej uzywaliémy w ciagu
niemal catego tego rozdziatu. Po zmudnych, ale prostych przeksztatceniach mozemy otrzy-
mac, iz:

h2k?

Burs = 4 > [kZ(l—WE—ZF_“)]-%(F“N) (3.98)
k<ke/2

Dzielac powyzsze rownanie obustronnie przez L3 sprowadzimy je do postaci, w ktorej
mozliwe bedzie formalne przejscie L — +oo zgodnie z przepisem (3.5). Po lewej stronie
pojawi sie Srednia gesto$¢ energii dla rozwiazania samozgodnego:

€EHFB = EHFB/L3 (399)

6Elementy na diagonali indeksowane dtuzszymi wektorami pedu sa bardziej skomplikowane.
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Dokonujac teraz przejscia granicznego podobnie jak czynione to bylo w podrozdziale
3.3.14 oraz sprowadzajac uzyskana w ten sposob catke do catki jednowymiarowej, otrzy-
mujemy:

B2 ke/2 h2E2 +P—u 9
= 1-22 — | kAdk - = (I% + A? 3.100
carn = f ( = ) (e (3.100)

Rowniez w tym wyrazeniu mozna dokona¢ formalnego przejscia granicznego k. — +00.
Wymaga to jednak ostroznego przeksztalcenia (3.100) tak, aby uzyskana caltka niewlasciwa
byta zbiezna. Szukana postaé¢ jest nastepujaca:

2 2 +00 h2k2 _ 9 9
e L mA h f [(1 - 2m = #) E* - 2m A
%

+
412h2a  47m2m J E h4

dk (3.101)

Tak jak w (3.91), warto$¢ I' w granicy wynosi 0. Zbiezno$¢ pojawiajacej sie tu catki
niewlasciwej udowodnimy w Dodatku.
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Rozdzial 4

Uogo6lnienie metody HFB na 7' >0 —
metoda FTHFB

Poprzedni rozdziat traktowal wylacznie o rozrzedzonym gazie fermionéw w tempe-
raturze zera bezwzglednego. Okazuje sie wszakze, ze metode HFB mozna bardzo tatwo
uogo6lni¢ na temperatury 7' > 0. Uogo6lnienie to znane jest jako metoda Finite Temperature
HFB (FTHFB).

Metoda ta pozwala w szczegolnosci badaé zaleznos$é temperaturowa takich wielkosci
jak szczelina energetyczna A(T), potencjal chemiczny p(T) czy gestosé energii
wewnetrznej eprarp(7). Bedziemy przy tym zakladaé, ze nie wychodzimy poza rezim
niskoenergetycznego rozpraszania (czyli wciaz obowiazuje teoria efektywna wylozona
w Rozdziale 2). Przyjmiemy tez, ze $rednia gesto$¢ czastek n nie zmienia sie z tem-
peraturg.

Zapisanie uog6lnionych rownan HFB — tzw. rownarn FTHFB dla badanego przez nas
ukladu stanowi cel niniejszego rozdziatlu. Opiera¢ sie tu bedziemy na pracy Goodmana
[14]. Kilkukrotnie odwotamy sie do podanych (i wyprowadzonych) tam wzordw, przy
czym odpowiednie odnosniki beda postaci (G <nr wzoru w [14]>).

Roéwniez w tym rozdziale postugiwaé sie bedziemy notacja abstrakcyjno-wskaznikows,
wprowadzong w podrozdziale 3.1.1.

4.1 Metoda FTHFB

W tym podrozdziale poczynimy kilka wstepnych uwag na temat metody FTHEFB
— podobnie jak uczyniliémy to w podrozdziale 3.1.3 dla metody HFB. Omoéwimy tez
pokrotce istotne dla nas fragmenty pracy Goodmana [14].

Na potrzeby wyprowadzenia réwnan FTHFB, ponownie umieszczamy rozwazany uktad
w szeSciennym pudetku o boku L. Innymi stowy, jednoczastkowa baza pedowo-spinowa
[kA), jaka sie postuzymy, na czas wyprowadzenia bedzie baza dyskretng. W pierwszej
czesci wyprowadzenia bedziemy tez uzywaé ogolnej bazy jednoczastkowej |u), o ktorej
zatozymy jedynie, ze macierz energii jednokwaziczastkowych F jest w niej diagonalna
(por. przypis 3 na s. 29).
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Wykorzystana przez nas w poprzednim rozdziale metoda HFB dotyczyla ukladu
w temperaturze zera bezwzglednego, totez jedynym stanem uktadu, jaki byl istotny
w jego opisie, byl stan podstawowy. Stan ten, jak pamietamy, aproksymowany byt
pewnym stanem iloczynowym, tj. préznia pewnej rodziny operatoréw anihilacji o,
zwigzanych z operatorami kreacji-anihilacji ,,prawdziwych” fermionéw transformacja Bo-
golubowa (3.6). Macierze tej transformacji otrzymywane byly z (warunkowej) minimaliza-
cji warto$ci oczekiwanej hamiltonianu (3.21). Ten szczegélny stan iloczynowy nazwali$my
roZWILGZANIEM SAMOZGodnym.

Rowniez metoda FTHFB aproksymuje stan podstawowy uktadu stanem iloczynowym.
Macierze determinujacej go transformacji Bogolubowa wyznaczane w niej sg tym razem
poprzez warunkowa minimalizacje wielkiego potencjatu kanonicznego 2. Ten szczegolny
stan rowniez nazywac¢ bedziemy rozwigzaniem samozgodnym. Poniewaz metoda FTHFB
w zasadzie zawiera w sobie metode HFB, nie powinno to prowadzi¢ do nieporozumien.

Poniewaz rozszerzamy nasze rozwazania na niezerowe temperatury (7' > 0), istotne
W opisie stang sie stany wzbudzone. Przyjmujemy, ze widmo wzbudzen uktadu zdetermi-
nowane jest przez te same kwaziczastkowe operatory kreacji-anihilacji: o, «,,, ktorych
proznia jest rozwigzanie samozgodne w danej temperaturze.

Mowiace $cislej, za Goodmanem (G 3.1) przyjmujemy, ze operator H- MN jest dobrze
aproksymowany hamiltonianem uktadu swobodnych kwaziczastek:

H - uN ~ Ey— uN + > E.oha, (4.1)
I

gdzie: FEj to energia rozwiazania samozgodnego, N stanowi (ustalona) liczbe czastek
w uktadzie N := nL3?, natomiast E, to warto$¢ energii jednokwaziczastkowej! otrzymy-
wana (jak sie wkrotce przekonamy) z rownan FTHEB, odpowiadajaca stanowi bazy jed-
noczastkowej L.

Powyzsza przyblizona rowno$é staje sie Scista dla kwantowej? wartosci Sredniej
obliczanej dla rozwiazania samozgodnego.

Wprowadziwszy powyzszy przyblizony hamiltonian, Goodman zapisuje za jego pomoca
operator gestosci wielkiego rozkladu kanonicznego Dypp (G 3.3). Po kilku przeksztalce-
niach, w ktorych donioste znaczenie ma fakt, ze kwaziczastki sa fermionami (por. (3.7)),
operator ten udaje sie sprowadzi¢ do postaci (por. (G 3.11) i (G 3.5)):

Dypp = H [fua;au +(1-fu) (1 - a;au)] (4.2)

I

gdzie funkcja pomocnicza®:

fur=[1+exp (25)] (4.3)

ma sens prawdopodobienstwa obsadzenia stanu jednokwaziczastkowego o energii E),
w temperaturze 7. Jak nalezalo sie spodziewa¢, mamy tu do czynienia ze statystyka

'Rodzinie energii jednokwaziczastkowych {E,} mozna zatem nada¢ fizyczng interpretacje przy-
blizonego widma wzbudzen uktadu oddziatujacych fermionéw.

2Tzn. nie po zespole statystycznym.

3Nie ma ona zadnego zwiazku z amplituda rozpraszania, oznaczona réwniez przez f!
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Fermiego-Diraca. Zauwazmy, iz dla 7' = 0 mamy f, = 0 dla wszystkich p. Innymi stowy,
w zerowej temperaturze uktad jest w stanie kwaziczastkowej prozni, co jest calkowicie
zgodne z naszymi oczekiwaniami.

W dalszej cze$ci wyktadu, odwrotnosé iloczynu statej Boltzmanna kg i temperatury
T bedziemy oznaczaé przez :

f= kBLT (4.4)

Postugujac sie wzorem (4.2) oraz odwrotna transformacja Bogolubowa, Goodman po-
daje wzory* (G 3.17)-(G 3.20) na macierze gestosci p i k° dla niezerowych temperatur:

o = A (FTY (A7), + (B (5= F), (BT, (45)
W = A (FTY (B + (B (5 - F),7 (A7),

gdzie F' formalnie stanowi funkcje macierzy energii jednokwaziczastkowych E dang
wzorem o strukturze identycznej z (4.3):

-1
F=[1+exp(7E)] (4.6)
Poniewaz jednak macierz E jest w naszej bazie diagonalna, taka tez bedzie macierz

F., przy czym:

F,uy = fué,ul/ (47)

Warto zwrocié uwage, ze dla T = 0 wzory (4.5) przechodza do postaci znanej z metody
HFB (3.17).

Jak dowodzi Goodman w dalszej czesci swojej pracy, wzory (4.5) na macierze ges-
tosci stanowia jedyna formalng modyfikacje metody HFB wymagana w celu uwzgled-
nienia niezerowych temperatur. W szczegolnodci, identyczna posta¢ maja definicje jed-
noczastkowego potencjatu sredniopolowego I' (3.27) oraz potencjatu korelacji par A (3.29).
Takze liczba czastek wiaze sie z macierza p znanym z poprzedniego rozdzialu wzorem
(3.18). Z kolei energia wewnetrzna uktadu wyraza sie wzorem analogicznym do (3.33):

Eprurs(T) = Tr [TkinP(T) + %F(T)P(T) - %A(T)“*(T)] (4.8)

gdzie oznaczeniu macierzy energii kinetycznej przydano indeks ,kin”, aby unikna¢ konfliktu
z oznaczeniem temperatury.

Nalezy pamietaé, ze macierze gestosci oraz, w konsekwencji, wszystkie inne zalezne od
nich macierze zalezag tu od temperatury 7. Dobitnie ukazano to w powyzszym wyrazeniu,
jakkolwiek zazwyczaj pomija¢ bedziemy podkres§lanie tej zaleznosci, aby nie zaciemniac
WZOTOW.

Dla T = 0 wzor (4.8) przechodzi w (3.33). Jest to zrozumiale, albowiem w tempe-
raturze zera bezwzglednego wszystkie ,kopie” uktadu skladajace sie na zespot statysty-
czny sa w stanie podstawowym, totez energia wewnetrzna jest SciSle rowna energii tego

4Macierze U, V, ktérymi postuguje sie Goodman, zwigzane sa z macierzami A, B relacjami: A = U7
oraz B=VT.
> Antysymetryczny tensor korelacji par £ w [14] oznaczany jest przez t.
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wlagnie stanu. Nalezy wszakze mie¢ na uwadze, ze dla kazdej niezerowej temperatury:
Evrurp # Ey. Energia stanu podstawowego wynikajaca z rownan FTHFB nie bedzie nas
jednak interesowa¢ jako niemierzalna.

W Rozdziale 4. swojego artykulu Goodman wyprowadza rownania FTHFB,
przyréwnujac do zera wariacje wielkiego potencjatu termodynamicznego 2. Potencjal ten
osigga bowiem minimum dla uktadu izolowanego mechanicznie oraz o stalej temperaturze
T i potencjale chemicznym p (por. (G 2.6) oraz dyskusja don wiodaca).

Drobiazgowa argumentacja Goodmana prowadzi do bardzo waznego dla nas wyniku
(G 4.34)-(G 4.36): rdwnania FTHFB majq identyczng strukture jak réwnania HFB (3.14)
lub, réwnowaznie (3.15).

(Than + T = p6)" A%, + AMTB,, = A EP, (4.9)
~(A)o A%, = (T + T* = 18) " By = B, E?,

Tak jak poprzednio, p jest wspolczynnikiem Lagrange’a majacym sens fizyczny po-
tencjatu chemicznego. Jego warto$¢ zdeterminowana bedzie dodatkowym warunkiem
zwigzanym z ustalong liczba czastek N, jaki podamy w dalszej czesci wyktadu.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze rownania FTHFB, mimo pelnej strukturalnej analogicznosci
do réwnan HFB, sa od nich znacznie silniej uwiklane. Prawdopodobieristwa obsadzen
stanow jednokwaziczastkowych f, zaleza zaré6wno od 7, jak i od F,. Energie jednokwazi-
czastkowe pojawiaja sie zatem zaréwno jawnie po prawej stronie powyzszych réwnar,
jak i po stronie lewej, ukryte w I' oraz A. Nalezy sie rowniez spodziewac, ze E, zalezy
od 7" dla kazdego indeksu jednoczastkowego p.

Co ciekawe, mimo skomplikowanej postaci rownan FTHFB okaze sie, ze w przypadku
badanego przez nas rozrzedzonego gazu fermionéw ulegng one daleko idgcemu uproszcze-
niu. Ostatecznie pozwoli to sprowadzi¢ je do nieliniowego uktadu dwoch réwnan, podob-
nego do tych uzyskanych w podrozdziale 3.3.14. Jest to przedmiotem kolejnego podroz-
dziatu.

4.2 Roéwnania FTHFB dla rozrzedzonego gazu
fermionow

4.2.1 Wybor bazy. Macierze A i B.

Zaktadamy, ze badany przez nas uklad zachowuje wszystkie cztery symetrie
wymienione w podrozdziale 3.2 w dowolnej niezerowej temperaturze. Oznacza to
w szczegOlnosei, ze tak jak poprzednio baza pedowo-spinowa |kA) jest baza kanoniczna
rozwigzania samozgodnego oraz: |kA) = | -k, -\).

Macierze wspolczynnikow transformacji Bogolubowa A, B maja zatem identyczna
posta¢ jak poprzednio, tj. (por. (3.13)):

Ak1>\1 kol = uk1>\15k1k25/\1)\2; (410)

Bk1>\1 kaoda T _gkl)\lUk1>\15k17—k25>\1,—>\2
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Wspolcezynniki wuy, z,, vk, z, Oraz czynnik fazowy sg,», posiadaja wszystkie wlasnosci
opisane w podrozdziale 3.1.3.

4.2.2 Macierze gestosci p i K

Aby obliczy¢ elementy hermitowskiej macierzy gestosci p oraz antysymetrycznego ten-
sora korelacji par x dla badanego uktadu w niezerowej temperaturze, podstawmy (4.10)
do wzorow Goodmana (4.5). Postepujac podobnie jak w (3.22), otrzymamy:

2 2
Pkidikods = [uk1)\1fk1>\1 + Uy n (1 - f*klf)\l)] 5k1k25>\1>\2 = (4'11)
= [Ul2<1A1 (1 - fk1>\1 - f—kl,—h) + fk1>\1] 5k1k25)\1>\27
Kl kode = ~Ski Uk U (1= fieon = foka,ma0) Ok ko Oag -0,

gdzie w pierwszym ze wzordéw skorzystano z warunku normalizacyjnego (3.9), aby
sprowadzi¢ go do wygodniejszej postaci.
W niezerowej temperaturze prawdopodobienistwo obsadzenia jednoczastkowego stanu

bazy kanonicznej ulega pewnemu skomplikowaniu. Istotnie, element diagonalny
macierzy p wyraza si¢ wzorem:
Prrier = Viex (1= fir = foe-a) + fir (4.12)

Kwadrat wspotczynnika vy, traci tu zatem swoja interpretacje zwiazana z praw-
dopodobienstwem obsadzenia stanu [kA). Rzeczywiscie, nawet gdy jest on réwny zero,
prawdopodobienistwo to jest niezerowe i wynosi fyxy. Jest to formalny wyraz istnienia
w uktadzie fluktuacji termicznych.

Analogicznie jak w przypadku temperatury zera bezwzglednego, aby z macierzy p
odzyskac liczbe czastek w uktadzie N, wystarczy dodac¢ do siebie wszystkie jej elementy
diagonalne (por. (3.18)):

N:Z\:Zk:pmk,\=;Zk:[@i,\(l_fk,\—f—k,—A)+ka] (4.13)

Stuszne sa rowniez wzory (3.19) i (3.20) wyrazajace Srednie wartosci operatorow
jedno- i dwuczastkowych poprzez macierze gestosci. Nalezy wszakze pamietac, ze Srednie
te maja sens Srednich termodynamicznych. Szczegélnym przypadkiem drugiego z tych
wzorow jest (4.8) pozwalajacy obliczy¢ energie wewnetrzna uktadu.

4.2.3 Potencjaly I'i A

Majac macierze gestosci (4.11), jesteSmy w stanie obliczy¢ elementy macierzowe jed-
noczastkowego potencjatu sredniopolowego I" oraz potencjatu korelacji par A w niezerowe]
temperaturze. Jako ze zgodnie z [14] wzory (3.27) i (3.29) sa wciaz w mocy, obliczenia
przebiegaja analogicznie jak w podrozdziatach 3.3.4 oraz 3.3.5.

Po ich przeprowadzeniu, jednoczastkowy potencjal §redniopolowy zapisze sie wzorem:

D akore = — 555 0ki ks Onine [UIQ(I-Fk,—)\l (1= fagrre-r — foka-kng) + fk1+k,—>\1] (4.14)
k<kc
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7Z kolei potencjal korelacji par przyjmie postac:

Agiakode = 573 0k1 -koOr -0 L[0,k0/2) (K1) Z S Uiy Vg (1= fion, — fre-ay ) - (4.15)
k<kc/2

Poréwnujac powyzsze wzory z ich odpowiednikami dla temperatury zera bezwzgled-
nego, mozna zauwazy¢, ze istotne w dalszej cze$ci wyprowadzenia wtasnosci potencjatow
' i A nie ulegaja w metodzie FTHFB zmianie. Macierz potencjatlu I' wcigz jest diago-
nalna, a macierz potencjalu A — antysymetryczna. Na diagonalny element macierzowy
potencjatu T odpowiadajacy stanowi |ky ;) wciaz skladajg sie jedynie® przyczynki indek-
sowane wektorami pedu rézniacymi sie (wektorowo) od k; o wektor dlugosci co najwyzej
k. oraz kierunkiem spinu —\;. Z kolei elementy macierzy A zaleza od k; jedynie poprzez

funkcje ]I[o,kc/2) (k1).

4.2.4 Rownania FTHFB

Pozostale macierze wystepujace w rownaniach FTHFB (4.9), tj. macierz operatora
energii kinetycznej Ti;, i macierz energii jednokwaziczastkowych £ maja identyczna postac
jak w metodzie HFB, tj. (3.31) i (3.32), odpowiednio.

Mozemy zatem przejs¢ do zapisania tych réwnan w bazie pedowo-spinowej. Prze-
ksztatcenia, jakie musimy wykonac¢ po drodze sa catkowicie analogiczne do tych znanych
z podrozdzialow 3.3.8 oraz 3.3.9. Nie bedziemy ich tu zatem przytaczac.

Roéwniez konwencja fazowa, na jaka zdecydowaliSmy sie podczas analizy réwnan HEB
w podrozdziale 3.3.10 jest odpowiednia do naszych obecnych celéw. Po jej uwzglednie-
niu (czego takze tu nie przedstawiamy) uklad réownan FTHFB przyjmie posta¢ niemal
identyczna do (3.47)-(3.48):

(E(ki A1) = ) sy n, + Lo kes2) (K1) A(A D) vk, x, = E(kiA)ug,a, (4.16)
Tjo,kes2) (B1) A ) uie,x, = (E(kiAr) = p) Vi a, = E(kiA)viga, (4.17)
gdzie A\, przebiega zbior {1, ]}, natomiast k; — zbior {¥*n|n € Z3}.

Réznica miedzy réwnaniami FTHFB a rownaniami HFB polega jedynie na definicji
dwu funkeji pomocniczych = (por. (3.36)) oraz A (por. (3.49)):

21.2
E(kid) = 5ok = 5t 3 [0 aen, (1= fierskoons = otamkon) + fiasioon ] (4.18)
k<ke
AN = 58 [ D0 wonvion (1= fing = Fraea) (4.19)
k<kc/2

Obie powyzsze funkcje pomocnicze zaleza rowniez od temperatury 7', ktorej jednak nie
umieszczamy jawnie obok ich pozostatych argumentéw, aby nie zaciemnia¢ niepotrzebnie
WZOrow.

6Uprzedzamy tu nieco fakty, poniewaz kazdy przyczynek zawiera roéwniez wspotczynnik foy, i,
jednak jak za chwile zobaczymy, prawdziwa jest réwnosé: fyx = fox,-x-
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4.2.5 Konsekwencje symetrii odwrécenia spinu

W biezacym wyprowadzeniu nie skorzystaliSmy jeszcze z zalozonej przez nas symetrii
odwrocenia spinu, jaka posiada badany uktad. Teraz wiec, tak jak w podrozdziale 3.3.11,
przyjmijmy, iz dla kazdego k zachodza réwnosci (3.50):

Ukt = Uy =2 Ug  OTazZ Uy = Vg = Vk. (4.20)

Dodatkowo, skoro chcemy zapewni¢ symetrie uktadu ze wzgledu na zamiane kierunkow
spinu na przeciwne, musimy jeszcze zazadac, aby: fixr = fx, = fk. Innymi stowy, praw-
dopodobieristwa obsadzen stanéw jednokwaziczastkowych odpowiadajacych stanom bazy
jednoczastkowej o przeciwnych spinach musza by¢ sobie rowne.

Tym razem juz z tego dodatkowego wymogu postawionego w poprzednim akapicie oraz
z definicji f, (4.3) wynika, ze rowniez energie kwaziczastkowe mozna indeksowaé jedynie
pedem: F(k1)=FE(k]) = Ey.

Dzieki wszystkim wymienionym powyzej réwno$ciom, znacznemu uproszczeniu ulegna
same rownania FTHFB oraz obie funkcje pomocnicze wprowadzone w podrozdziale 4.2.4.
Zacznijmy od tych drugich, a doktadniej od funkcji A(A;) (4.19), ktora nie bedzie juz
zalezeé od Aqi:

A(Al):A:%[ > uv (1= fio— fa) | =

k<kc/2

:%[ Y wve (1= fi) = Y wtiefi | =

k<ke/2 k<ke/2

k<ke/2 k<ke/2

:%l Y wve (1= fi) = Y uvgfic| =

= 54 [ > wen (1 - 2fk)] (4.21)

k<ke/2

Przechodzac do drugiej linijki w powyzszym ciaggu réwnosci, wyjeliSmy spod nawiasu
f-x 1 rozdzieliliSmy sume na dwie. W trzeciej linijce w prawej sumie dokonali$my zamiany
zmiennej sumowania z k na —k, zachowujac to samo oznaczenie tej zmiennej. W czwartej
linijce skorzystaliémy z wlasnosci (3.10) wspolezynnikow uy, vy oraz ponownie zlaczylismy
obie sumy.

Jakkolwiek podobnego triku nie mozna wykona¢ w przypadku drugiej funkcji pomoc-
niczej =(kj A1), to rowniez ona zaleze¢ teraz bedzie jedynie od pedu” k;:

Z(kih) =E(k1) = 5t — 55 2 (08 e (1= frrek = Foai) + fisic) (4.22)
k<k.

Zapisujac rownania FTHFB z uwzglednieniem symetrii odwrdcenia spinu, okaze sie,
ze beda one mieé¢ identyczna strukture jak rownania HFB. Zapiszmy je zatem tak jak

"Oraz, jak juz wspomnieli$émy pod koniec poprzedniego podrozdziatu, temperatury 7.
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(3.53), czyli w przejrzystej, macierzowej postaci:

Eki)-p ok (k)A || uk m
— Y1=F ! 4.23
l Lo kesoy (k1) A —E(ky) +p Uk, T (4.23)

gdzie wspolezynnik Lagrange’a p zadany bedzie przez warunek (por. (4.13)):

N=2§kj[vﬁ(1—2fk)+fk] (4.24)

W powyzszym wzorze uwzgledniono juz symetrie odwrocenia spinu oraz zastosowano
identyczny trik jak przy (4.21).
Tak jak poprzednio, liczbe rzeczywistag A bedziemy nazywac szczeling energetyczng.

4.2.6 Sprowadzenie rownan FTHFB do ukladu dwéch réwnan

Dalsza czes¢ analizy rownan FTHEFB majaca na celu ich uproszczenie przebiega podob-
nie jak w podrozdziale 3.3.12 w przypadku rownain HFB. Zaczynamy wiec od rozwazenia
tej czesci rownan, ktore odpowiadaja pedom o wartosciach k; > k./2. Ze wzgledu na
zerowanie sie funkeji charakterystycznej w (4.23), nastapi automatyczna diagonalizacja
wystepujacej w nich macierzy 2 x 2:

l E(klo) —p —E(k?) . “ Z:l ]: Ekll Z: ] (4.25)

gdzie k; przebiega zbior {¥n|n € Z3} \ B(0, k./2).

Dalsze rozumowanie, przebiegajace analogicznie do tego w 3.3.12, wlacznie z narzu-
conym tam dodatkowym warunkiem na ped obciecia k. (3.62) prowadzi do wniosku, iz
(tak jak poprzednio) dla wszystkich ki > k./2 zachodzi:

P2k |gln

am ~ o1 M S Bl <

Pkl (4.26)

n
- 2m 4

a takze: uy, =11 vy, =0.
Ten ostatni fakt wykorzystamy teraz w uproszczeniu wzoru (4.22) na funkcje pomoc-
nicza Z(ky) dla ky < k./2.

21.2
E(k1) = 5k — 5t 2 (08 (1= feroke = Foaase) + o] = (4.27)
k<kc
21.2
= %‘%{Z[Uﬁ(l—fk—f—k)Jffk]— >, fk1+k}:
k k>kc
=5 -5 (% - ka; fk1+k)-

gdzie przechodzac do drugiej linijki rozszerzyliSmy obszar sumowania na wszystkie
warto$ci k na identycznej zasadzie jak w uzasadnieniu wzoru (3.64), przy czym musielismy
tu jeszcze odja¢ wyraz ).k, fx,+k, aby wszystko sie zgadzalo. W przejsciu do trzeciej li-
nijki skorzystalismy z (4.24).
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Jak wida¢, funkcja pomocnicza = nie przyjela tym razem prostej, kwadratowej postaci
(3.65). Jednakze, jak za chwile pokazemy, dla rozrzedzonego gazu Fermiego prawda jest,
iz dla kazdego k; takiego, ze ki < k./2:

52 3 fun (4.28)

k>k.

Dzieki temu bedzie mozna opusci¢ ktopotliwa sume w ostatniej linijce (4.27).

Dowo6d powyzszego stwierdzenia wymaga wszakze wzmocnienia warunku (3.62),
stanowiacego, i7 k. jest ,duze” (por. (2.12)). Zalozymy mianowicie (nawet nieco wiecej,
niz trzeba), ze:

N —
7 > Z fk - Z 1+exp1(,BEk) (429)
k>kc/2 k>ke/2

7 fizycznego punktu widzenia, w warunku tym zadamy, aby Srednia laczna liczba
kwaziczastek obsadzajacych stany jednokwaziczastkowe o energiach wyzszych niz pewna,
zalezna od k. wartos¢ progowa, byta znikoma w poréwnaniu do % Innymi stowy, chcemy,
by ,ogon” rozktadu Fermiego-Diraca byl zaniedbywalny w obliczeniach. Zwr6¢my uwage,
ze w postawionym przez nas warunku istotna role odgrywa réwniez temperatura (ukryta
w czynniku ).

Do dyskusji warunku (4.29) wrocimy jeszcze w Rozdziale 5, przy okazji omawiania
wynikéw obliczen numerycznych.

Wynikanie zaleznosci (4.28) z powyzszego warunku najlatwiej dostrzec nastepujaco.
Zauwazmy, ze kula pedowa B(0, k./2) jest zawarta w kuli B(ky, k.) dla kazdego k; takiego,
ze ki < k./2. Gdy zastapimy teraz obie kule pedowe ich dopelnieniami, kierunek inkluzji
ulegnie odwrdceniu:

B(ki, k)2 B(0,k./2) < {ki+k|k>k)c{k|k>k/2} (4.30)

A zatem, skoro w (4.29) N jest znacznie wieksze od sumy liczonej po zbiorze
{k|k > k./2}, tym bardziej jest ono wieksze od sumy liczonej po jego podzbiorze w (4.28)8.

Z powyzszych rozwazan wynika wiec, ze funkcje pomocnicza =Z(k;) jednak mozna
(dla ky < k./2) zapisa¢ w prostej postaci (3.65):

E(ky) = 2H AT, gdzie: Ti= - (4.31)

Oznacza to, ze w przypadku rozrzedzonego gazu fermionow, niezerowa temperatura
uktadu nie modyfikuje jednoczastkowego potencjatu sredniopolowego w zaden istotny
sposob. Jak sie jednak za chwile przekonamy, zasadniczo wplywa na warto$é¢ szczeliny
energetycznej.

Postugujac sie (4.31), mozemy teraz w zwarty sposob zapisa¢, a nastepnie rosprzac
rownania FTHFB (4.23) odpowiadajace pedom o dlugosciach mniejszych niz k./2:

h2k2
2m1 +1' - H A Uy Uy
2.2 = F 4.32
NERTE Rl R s o

8Istotny jest tu fakt, ze fi jest nieujemne dla kazdego k.
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Rownania te maja identyczna strukture jak (4.32). Analogicznie jak w podrozdziale
3.3.12, wynikaja z nich nastepujace réwnania na energie jednokwaziczastkowe Ey, oraz
wspotezynniki wy,, vk, (por. (3.68)-(3.69)):

i, :\/(h;f +F—u)2+A2

1 h2k2 T
2m
|-+ 22— O 4.33
e \ 2" 2B, (4.33)
1|2 "al 4T - g
Ve =\ 3 2B,

dla kazdego k; takiego, ze kq < k./2.
Z powyzszych rownan wynika, iz (por. (3.70)):

A

_ 4.34
3F. (4.34)

uklvkl =

Podstawiajac ta zalezno$¢ do réwnania zadajacego szczeline energetyczna A (4.21),
otrzymujemy:

A=LA Y L2k (4.35)

412 k<ke/2 Ek

Tak jak poprzednio, skupiamy sie jedynie na nietrywialnym rozwigzaniu A # 0.
Dzielac powyzsze rownanie obustronnie przez % oraz dodatkowo zauwazajac, ze:
(1—2fk)=tanh(%5Ek), otrzymujemy uogoélnienie réwnania szczeliny energetycznej
(3.72) na niezerowe temperatury:

3
i > itanh(%ﬁEk) (4.36)
9 k<ko)2 Pk

Analogicznie jak mialo to miejsce w przypadku rownan HFB, drugim réwnaniem,
ktore wespot z (4.36) pozwoli obliczy¢ A i p, a z nich, na mocy wzoréw (4.33), otrzymac
rozwigzanie rownan FTHFB, jest warunek wyrazajacy ustalong liczbe czastek w uktadzie
(4.24). Zapiszmy go tutaj, uwzgledniwszy zerowanie sie wspolczynnikow vy przy k > k./2,
dodatkowy warunek na k. (4.29) oraz ostatni ze wzorow (4.33):

h2k?

I -
N=2 S [E(-2f)+fil = 3 |1- 2" ann (165) (4.37)
k<ke/2 k<ke/2 Ex

Jest to uogodlnienie réwnania statej liczby czqstek (3.73) na niezerowe temperatury.
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4.2.7 Przejscie graniczne L — +oco. Symetria obrotowa.

Kolejnym krokiem jest formalne przejscie z L do nieskoniczono$ci, dzieki czemu roéwna-
nia (4.36), (4.37) stana sie rownaniami catkowymi, podobnie jak mialo to miejsce w pod-
rozdziale 3.3.13.

Dokonujemy tego za pomoca przepisu (3.5), a rozumowanie przebiega podobnie jak
we wzmiankowanym w poprzednim akapicie podrozdziale. Co wiecej, zauwazmy juz w tym
momencie, ze takze dla niezerowych temperatur mamy do czynienia z symetrig obrotowa
ukltadu (por. podrozdzial 3.3.14). Wynika to ze wzoréow (4.33), ktére maja zreszta iden-
tyczng strukture jak ich odpowiedniki z metody HFB.

Zapiszmy przeto jedynie wynik, w ktoérym dokonano juz zamiany calek trojwymia-
rowych na jednowymiarowe.

R-nie szczeliny energetycznej:

ke/2
B (k- 2) = [ & tanh (38E) Kdk (4.38)
0
R-nie statej liczby czastek:
s BT
27m%n = f [1 - 2mt tanh(%ﬁEk)] k2 dk (4.39)
0
gdzie:
2
Ej = \/( LA u) + A2 (4.40)

Tak jak poprzednio, przeksztalémy rownanie (4.38) do nieco innej postaci
(por. (3.81)):
ke /2
5= [ |1 f tah (38E) ] di (4.41)

T 2mE;
0

Na koniec tego podrozdzialu, dokonajmy jeszcze przejscia granicznego w warunku
(4.29), okreslajacego zakres stosowalnosci powyzszych wynikow. Zgodnie z przepisem
(3.5), po kilku przeksztatceniach otrzymamy:

+00

2
n > # f m dk (442)
ke/2

4.3 Podsumowanie: rozwigzanie rownan FTHFB oraz
funkcjonal energii.

Podobnie jak uczyniono to w podrozdziale 3.4, tak i biezacy rozdzial zakoriczymy
podsumowaniem zawartych w nim rozwazan®. Skupimy sie tu wszakze jedynie na tych

90Oraz dokonujac przejscia granicznego L — +oo tam, gdzie jeszcze tego nie zrobilismy.
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wynikach, ktore odrozniaja metode FTHEB od jej szczegblnego przypadku opisujacego
temperature zera bezwglednego.

Zacznijmy od parametrow wejSciowych, gdzie do zestawu czterech wielkoSci: n, m, a
oraz k. doszta pigta - temperatura 7. W podanych ponizej wzorach wystepowaé bedzie
niemal wylacznie ukryta w czynniku (3, zdefiniowanym wzorem (4.4):

8= (4.43)

W naszej analizie przyjeliSmy, ze rozrzedzony gaz fermiondéw w niezerowej tempe-
raturze nie traci zadnej z symetrii narzuconych w podrozdziale 3.2. Dlatego tez baza
kanoniczng rozwiazania samozgodnego przy T > 0 nadal jest baza pedowo-spinowa |[k\).
Rozwiazanie to okazalo sie posiadaé¢ réwniez symetrie obrotowa, totez wielkosci zwigzane
z poszczegOlnymi stanami bazy jednoczastkowej majace znaczenie fizyczne mozna indek-
sowaé nie za pomoca wektora pedu k, a jedynie jego dtugosci k.

Aby uniknaé¢ komplikacji, byliSmy zmuszeni wzmocni¢ warunek na ped obiecia k..
Mianowicie musi on by¢ na tyle duzy, aby spelniona byla nier6wnos¢ (4.42):

+00

n > # f % dk (444)
ke/2

Wzor ten wyraza zalozenie, ze obsadzenie stanéw jednokwaziczastkowych odpowiada-
jacych pedom przekraczajacym co do dlugosci warto$é k./2 jest zaniedbywalne.

Poniewaz, jak juz wspomniano, baza pedowo-spinowa rowniez przy 1T > 0 jest baza
kanoniczna rozwiazania samozgodnego, macierze A, B zapisane w tej bazie maja postac
taka jak podano w podsumowaniu metody HFB, tj. (3.83). Ponadto, w metodzie FTHFB
postuzylismy sie ta sama konwencja fazowa (3.84).

Wrzory na wspotezynniki uy, vy oraz na energie jednokwaziczastkowe Ey (dla k < k./2)
charakteryzuja si¢ identyczna struktura jak dla 7= 0 (por. (3.85) i (3.87)). W szczegél-
nosci:

2
By = \/( MEAT-p) + A dla k<kef2 (4.45)
przy czym jednoczastkowy potencjatl $redniopolowy, ktorego wartos¢ wyraza stata I,
okazal si¢ niewrazliwy na podniesienie temperatury. Totez tak jak dla 7" =0 (por. (3.86)):
. _ 2n?h3n

I':= _%L - _m(k:efﬁ/a) (446)
Analogicznie jak miato to miejsce w dyskusji wzoru (3.87), tu takze energie jednokwazi-
czastkowe indeksowane przez k > k./2 maja bardziej skomplikowana postac, jakkolwiek

prawdziwe sa oszacowania (4.26)
h2ki _ gn

o~ o4 M By <

L) (4.47)

Glowna nowoscia, jaka wnosi metoda FTHEB jest dodatkowy, ,termiczny” czynnik
tanh(%ﬁEk) pojawiajacy sie w réwnaniu szczeliny energetycznej (3.89) oraz réwnaniu
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stalej liczby czastek (3.90). Uogoélnienie tych rownan na niezerowe temperatury ma postacé:

ke /2
R-nie szczeliny energetyczne;j: e = [ [1 il tanh(%ﬂEk)] dk (4.48)
0

2mEy,

Ey

kc/ h2k2
R-nie stalej liczby czastek: 21n = fQ[l _ om0 tanh(%BEk)] k2dk (4.49)

0

Obecnoé¢ tangensa hiperbolicznego, ktorego przebieg zalezy od temperatury T
uktadu sprawia, ze niewiadome w powyzszych roéwnaniach: szczelina energetyczna A
oraz potencjatl chemiczny p staja sie funkcjami T'. Jak sie przekonamy w Rozdziale 5,
istnieje taka temperatura 7., w ktorej wartos¢ szczeliny energetycznej spada do zera.

Podobnie jak to uczyniliémy w podrozdziale 3.4, tak i tu nadmienmy, ze w powyzszym
ukltadzie dwu rownan szczegoélnie tatwo mozna dokonaé¢ formalnego przejécia granicznego
k. — +oo. Uzyskane rownania roznia sie od (3.91) jedynie obecnoscia czynnika ,ter-
micznego”:

+00

g fere f [1- 22 tanh (38E3) | dk, (4.50)
0

+0o h2k2
o2 oo [ [1 - 273};” tanh(%ﬂEk)] k2dk.
0

gdzie we wzorze na Fy (4.45) nalezy potozyé I = 0.
Zbieznos¢ powyzszych calek wynika ze zbieznos$ci ich odpowiednikow przy T = 0.
Zostaje to udowodnione w Dodatku.

7 pozostalych pojawiajacych sie w rownaniach FTHFB macierzy, jedynie macierze
gestosci p, K s3 nieco innej postaci niz te podane w podrozdziale 3.4. Mianowicie:

e Hermitowska macierz gestosci:
Pk kors = [v,il tanh (38E}, ) + Wlm)] 6% (k1 —ks) Oa s (4.51)
e Antysymetryczny tensor korelacji par:
Ky koo = —Sx; Uk, Uk, tanh (%BEkl) 8 (k1 + ko) 0y, ) (4.52)
Pozostale macierze, a wiec: jednoczastkowy potencjal sredniopolowy I', potencjal ko-
relacji par A, macierz energii kinetycznej Ti;, oraz macierz energii jednokwaziczastkowych

E wyrazaja si¢ wzorami (3.94)-(3.97).

Ostatnia kwestia, jaka pozostala nam do rozwazenia w tym rozdziale, to postaé
funkcjonaltu energii (wewnetrznej) Eprprp, danego ogdlnym wzorem (4.8). Podstawimy
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teraz do niego omowione przed chwilg macierze, aby uzyska¢ zwarta postaé¢ tego funkcjo-
nalu, stosowng dla rozrzedzonego gazu.
Obliczenia przeprowadzmy dla uktadu zamknietego w sze$ciennym pudetku o boku
L, tj. przy uzyciu dyskretnej bazy pedowo-spinowej. W efekcie otrzymamy uogdlnienie
wzoru (3.98) na niezerowe temperatury:
2 ﬂﬂ“—p 3
Eprurs = 9= Y. [k2 (1 - QmE—ktanh(%ﬁEk))] - (T2 +A%) + (4.53)
k<kc/2
+n Y TG
k>kc[2
Oprocz znajomego tangensa hiperbolicznego, w powyzszym wzorze obowigzujacym
przy T > 0 pojawila sie suma po stanach bazy jednoczastkowej spoza kuli pedowej
B(0,k./2). Stanowi ona poprawke do energii wewnetrznej ze wzgledu na obsadzenia
tych wysokoenergetycznych stanow.
Dzielac powyzsze rownanie obustronnie przez L3 sprowadzimy je do postaci, w ktorej
mozliwe bedzie formalne przejscie L — +oo zgodnie z przepisem (3.5). Po lewej stronie
pojawi sie Srednia gesto$¢ energii dla rozwiazania samozgodnego:

eprurs = Errurs/L’ (4.54)
W wyniku przejScia granicznego i kilku dalszych przeksztalcen, otrzymujemy:

ke/2
' N el
47r2m0

€FTHFB =

tanh (%BEk)) k*dk - 3 (M2 +A?) + (4.55)

R
"o [ 1+ exp (BE)
s mkc/2 exp %

Zadanie, aby poprawka do energii wewnetrznej (wyraz w drugiej linijce powyzszego
wzoru) byla zaniedbywalna ma posta¢ warunku:
+0oo

25" ern > / 1+ex§(6Ek) (4.56)
ko /2

Jest on podobny do (4.44) i razem z nim 7 grubsza okreslaja minimalng warto$¢ pedu
obciecia, przy ktorej uzywane przez nas wzory mozna bezpiecznie stosowac.

Spelnienie obu warunkow: (4.44) oraz (4.56) sprawdzimy bezposrednio w kolejnym
Rozdziale 5, po§wieconym wynikom obliczeri numerycznych.

Ostatecznie, zapiszmy wzor (4.55) w nastepujacej postaci, najwygodniejszej dla
obliczenn numerycznych:

ke/2 h212
mA2 h? o +1 - ol 1 4 2m2 A2
€EFTHFB = 12ha + P Of [(1 - E—ktanh(gﬁEk) k* - v dk - (4.57)
m2h2n?
" m (k.- 7/a)
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gdzie wyraz: 2I'?/g rozpisano zgodnie ze wzorami (3.82) oraz (4.46)

Rowniez w wyrazeniu (4.57) mozna dokona¢ formalnego przejscia granicznego
k. — +o00. Uzyskane wyrazenie stanowi uogdlnienie (3.101) na skoriczone temperatury:

o 21.2
hosio MAZ B2 P — 2m2A?
EFTHFB = 47r2h2a+47r2mf 1_—Ek tanh(%ﬁEk) 4 - =

0

dk (4.58)

Wartoé¢ I' w granicy nieskonczonego k. wynosi 0. Zbieznos$¢ pojawiajacej sie tu catki
niewtasciwej udowodnimy w Dodatku (Rozdzial 6).
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Rozdzial 5

Analiza numeryczna rozrzedzonego
gazu Fermiego w przyblizeniu FTHFB

Wtiasciwosci badanego przez nas jednorodnego rozrzedzonego gazu fermiondow
okreslone sa w rownaniach FTHFB (4.48)-(4.49) przez cztery wielkoscil: koncen-
tracje czastek n, temperature 7' oraz dwa parametry potencjalu oddzialywania miedzy-
czastkowego? — dlugo$é rozpraszania a oraz ped obciecia k..

Przez analize tego uktadu rozumie sie okreslenie, w jaki sposob jego wtasciwosci zaleza
od tych czterech parametréw wejéciowych.

Nieliniowy uktad dwoch réwnan FTHFB rozwiazywany byl numerycznie w programie
Wolfram Mathematica 5.2 za pomoca specjalnie do tego celu napisanego bloku instrukcji.
Rowniez za pomoca tego programu obliczano gestos¢ energii wewnetrznej ze wzoru (4.57),
sporzadzano wykresy itp. Wyszczegdlnienie i opis najwazniejszych uzytych instrukeji
mozna znalez¢é w Dodatku (podrozdzial 6.3).

Plan rozdzialu jest nastepujacy. Na poczatek przedstawione sa uwagi natury tech-
nicznej dotyczace ukladu jednostek, formy prezentacji wynikéw obliczen oraz postaci
rownan FTHFB i wzoru na gestos¢ energii wewnetrznej, w jakich zostaly one zaimplemen-
towane numerycznie. Dalej nastepuje wlasciwa analiza, skupiajaca sie¢ wpierw na dwoch
z czterech parametrow wejsciowych, kolejno: koncentracji n oraz pedzie obciecia k.. Dalej,
pod katem zalezno$ci od temperatury 7' gruntownie przebadany jest gaz w granicy uni-
tarnej. Analiza zaleznosci wlasciwosci gazu od dlugodci rozpraszania a (oraz pokrotce
od T dla 1/a # 0) zamieszczona jest na koncu rozdziatu.

!Masy m nie bierzemy tu pod uwage.
2Por. Rozdziat 2.
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5.1 Uwagi techniczne

5.1.1 Uklad jednostek i spos6b prezentacji wynikéw

Wygodnym i powszechnie stosowanym? sposobem prezentacji wynikow liczbowych
dotyczacych gazow Fermiego jest wyrazanie ich jako wielokrotnosci odpowiednich
wielkosci charakteryzujacych uklad fermionow nieoddzialujacych (doskonaly gaz Fer-
miego).

W tym kontekscie wygodnie jest w obliczeniach przyjac taki uktad jednostek, w ktorym
h—; =1 oraz kp = 1. Wowczas wielko$ci odnoszace sie do doskonatego gazu Fermiego

2
wyrazaja sie doskonale znanymi wzorami*:

e Ped Fermiego

k= (3720)"" (5.1)
e Energia i temperatura Fermiego (rowne sobie na mocy kg = 1):
Ep=Tr=k%, (5.2)
e Gestosé energii doskonatego gazu Fermiego w stanie podstawowym:
epar = 2nEp. (5.3)

7 powyzszych wzorow wynika, ze przyjeta przez nas koncentracja czastek n deter-
minowa¢ bedzie zestaw czterech wielkoSci, za pomoca ktérych wyrazane beda wszys-
tkie pozostate parametry i wielkosci charakteryzujace badany przez nas rozrzedzony gaz
fermionéw oddziatujacych.

Jak sie za chwile okaze, jest to stuszny sposob opisu takiego gazu, albowiem wyrazone
w ten sposob wyniki bedg niezalezne® od wartosci n.

Zatozona dokladno$¢ uzyskiwanych w programie wynikow to cztery badz pie¢ cyfr
znaczacych (w zaleznodci od wielkodci fizycznej). Ze wrzgledu wszakze na zaleznosé
wynikéw od k. uczciwe jest prezentowanie ostatecznych wynikow z doktadnoscia do trzech
cyfr znaczacych (por. rowniez podrozdziat 5.3).

5.1.2 Réwnania FTHFB w ré6znych przypadkach

Pozyteczne bedzie ponowne przywotanie w tym miejscu rownan FTHFB. Przemawia
za tym kilka wzgledow.

Po pierwsze, dzieki przyjetym w poprzednim podrozdziale uktadzie jednostek zyskaja
one nieco na przejrzystosci.

3Por. np. [12, 15, 20].
“Por. np. [22, 29].
’Przynajmniej w ramach (przyblizonej) metody FTHFB oraz w rozwazanym zakresie koncentracji n.
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Po drugie, cho¢ z formalnego punktu widzenia rownania (4.48)-(4.49) sa stuszne dla
A # 0, to ich numeryczna implementacja wymaga osobnego rozwazenia przypadku 7' = 0
17 >0.

Po trzecie, z do$wiadczenia wiadomo, ze fermionowe gazy atomowe nie wykazuja
korelacji w wysokich temperaturach, co oznacza, ze musi istnie¢ taka temperatura 7},
w ktorej wartosé szczeliny energetycznej® A spada ostatecznie do zera. Wynika stad, ze
bedziemy musieli rowniez rozwigza¢ rownania, do ktorych sprowadza sie rownania FTHFB
przy A — 0 (z ktorych otrzymamy 7%), a w koncu przy A=017>1T,.

Charakterystyczng temperature 7, bedziemy nazywaé¢ po prostu temperaturg zaniku
korelacji”.

Przypadek T'=0
Rownania FTHFB sprowadzaja si¢ tu po prostu do rownan HFB (3.89)-(3.90):

ke/2
R-nie szczeliny energetycznej: 5 = f (1 - EIZ: ) dk (5.4)

0

ke/2

R-nie statej liczby czastek: 2m%n

k24—
f (1~ Etom) j2a (5.5)
0

gdzie: Eg j := \/(k2 +T = pp)? + A

Nalezy zwrocié uwage, ze rowniez A i p zostaly opatrzone indeksem ,07. Szczelina
energetyczna i potencjal chemiczny sa funkcjami temperatury, a indeks ten to skrotowy
zapis wartosci tych funkcji w punkcie 7" = 0:

Ag = A(0) oraz po == u(0) (5.6)

Przypadek 0< T < T,

Jedyna roznica wzgledem (4.48)-(4.49) to przyjecie % =kp=1:

ke /2

R-nie szczeliny energetycznej: e = f [1 - Z—i tanh (f—:,‘i)] dk (5.7)
0
ke /2

R-nie stalej liczby czastek:  272n = f [1 - Bl tanh(f—;)] Kdk  (5.8)
0

gdzie: By :=+/(k2+T - p)? + A2,

6Jak wspomniano w podrozdziale 3.3.5, potencjal korelacji par, a zatem i szczelina energetyczna
stanowiag miare korelacji obecnych w ukladzie miedzy stanami bazy jednoczastkowe;j.
"TRanderia [15] uzywa oznaczenia T i okre§leni crossover scale, a takze pairing scale.
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Przypadek T'=T,

Temperatura zaniku korelacji T, zdefiniowana jest jako taka, w ktorej nastepuje A — 0.
Dlatego jej wartos¢ mozemy otrzymaé z rownan (5.7)-(5.8), w ktorych dokonano wlasnie
takiego przejscia granicznego. Mamy zatem:

ke/2

R-nie szczeliny energetycznej: 5 = f [1 - % tanh (ICQEFT;“Z)] dk  (5.9)
0
ke/2

R-nie stalej liczby czastek: 2m’n = / [ - tanh(ﬂ)] k*dk (5.10)
0

Druga obok T, niewiadoma w powyzszym ukladzie rownan jest p, = p (7).

Przypadek 7' > T,

W tym przypadku A = 0, totez mamy do czynienia z ukladem w stanie normalnym,
niewykazujacym zadnych korelacji. Rownanie (5.7) nie obowiazuje, albowiem ogolniejsze
od niego rownanie (3.71) jest teraz spetnione w sposob trywialny.

Poniewaz jednak mamy obecnie tylko jedna niewiadoma (potencjal chemiczny ),
rownanie stalej liczby czastek (5.8) jest wystarczajace:

ke/2
21’ = f |1 tanh (£5572)] k2dk (5.11)

0

Mozna powiedzie¢, ze gdy A =0, metoda FTHFB sprowadza sie do prostszej metody
Hartree-Focka dla niezerowych temperatur. Opisuje ona system jako doskonaly gaz Fer-
miego®.

5.1.3 Przyblizona posta¢ wzoru (4.57) na eprars

Uwzgledniajac uklad jednostek wprowadzony w podrozdziale 5.1.1 oraz motywacje
przedstawione na poczatku poprzedniego podrozdziatu, zapiszmy wzor (4.57) na gestosé
energii wewnetrznej dla poszczegdlnych przedzialow temperatur:

Dla T =0:

ke/2

2 2 _
EFTHFB0=£—§@+ﬁ [ [(1—%) k* - ]dk Q“T?/G (5.12)
0

8Por. Rozdzial 8. w [13], a takze uwaga pod koniec podrozdziatu 3.1 w [15].
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Dla0<T<T,:

ke/2
€EFTHFB = g,r - % f _ BT ”tanh(f—jﬁ)) k- ]dk kiﬂ:/a (5.13)
0

DlaT >T:

(1~ tanh (552 )) Kdk - 222 (5.14)

_ 1
€FTHFB = 3,7 *o—m/a

=] o
2]
~
S

Zapiszmy teraz za pomoca pojedynczego, formalnego wzoru funkcje pojawiajaca sie
pod catka we wzorach (5.12)-(5.14):

k:2+F—,u Ek A2
k)= [1- 2 T o2 1
wik) B, (QT)] 2 (5.15)

Podczas formutowania instrukcji w Srodowisku Mathematica, w toku wstepnych
obliczenn numerycznych okazalto sie, ze szczegélna postaé tej funkcji prowadzi do poja-
wienia sie silnego szumu numerycznego dla duzych k (por. Rys. 5.1). Bierze sie on
stad, iz dla k znacznie wigkszych od A2 zawarto$¢ nawiasu kwadratowego w (5.15) jest
bliska zeru, a program musi przemnozy¢ ja jeszcze przez k*. Bez wzgledu na kolejnosé
wykonywania dziatan nastepuje tu utrata doktadnosci obliczen.

Szum numeryczny uniemozliwial zaimplementowanym w programie algorytmom
calkowania wykonanie obliczen z zadana doktadnoscia, prowadzac do znacznego
wypaczenia wynikéw.  Problem ten pojawial sie, ilekro¢ przyjmowano k. rzedu
kilkudziesieciu-kilkuset? kp i wiecej.

Aby temu zaradzi¢, postanowiono dla k > 30kr zastepowaé funkcje w(k) jej postacia
asymptotyczna. Rozwijajac ja w szereg Maclaurina ze wzgledu na argument 1/k, mozna
otrzymac, iz:

horoo A2(p =) 3A2[A(p-T1)2 - A?] A2 (p-T)[4(n-1)? - 3A%]

w(k) K2 it 2k6

(5.16)

Powyzszy szereg!® ucieto po wyrazie zawierajacym k6. Nie jest to decyzja zu-
pelnie arbitralna. Jak bowiem wspomniano, problem szumu numerycznego pojawial sie
dopiero od pewnej warto$ci pedu obciecia. Wyniki catkowania przy matym k., mimo ich
niefizycznosci'', mozna bylo zatem wykorzysta¢ w celu sprawdzenia stusznosci powyzszej
,metody asymptotycznej”.

Okazalo sie, ze obcinajac szereg (5.16) juz po wyrazie zawierajacym k=4 uzyskiwano
zgodno$¢ w otrzymywanych warto$ciach eprppp przekraczajaca pie¢ cyfr znaczacych,

9Zaleznie od parametréw wejsciowych.
19Reszta tego szeregu (w postaci Peano) jest o (k78).
"Por. warunek (2.12).
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a wiec satysfakcjonujaca (por. podrozdziat 5.1.1). Dla wiekszej pewnosci uwzgledniono
jeszcze jeden wyraz szeregu.

W celu zilustrowania powyzszej argumentacji zestawiono ponizej fragmenty wykresow
funkeji w(k) przed (Rys. 5.1) i po (Rys. 5.2) skorzystaniu z jej postaci asymptotycznej
(5.16). Parametry wejsciowe: n =100m=3, 1/a =0, k. =370 kp.
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Rysunek 5.1: Fragment wykresu funkcji w(k) obliczonej numerycznie dla ww. parametrow
wejsciowych. Juz dla k rzedu kilkunastu kr zauwazalny staje sie szum numeryczny, ktory
W miare narastania uniemozliwia numeryczne catkowanie tej funkc;ji.
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Rysunek 5.2: Fragment wykresu funkcji (5.16), stanowiacej asymptotyczna postaé¢ funkeji
w(k). Parametry wejSciowe oraz zakresy obu osi sa identyczne jak poprzednio. Mozna
zauwazy¢, ze przebieg krzywej wykresu odpowiada temu z lewej czesci Rys. 5.1, wolnej
od szumu numerycznego. Samo zjawisko szumu na powyzszym wykresie nie pojawia sie.
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5.2 Stabilno$¢ wynikéw ze wzgledu na koncentracje
czastek n

Przechodzimy teraz do wlasciwej analizy wynikow metody FTHFB. Rozpoczniemy od,
jak sie okazuje najprostszej, zaleznosci od n.

Rozwazmy pie¢ wartosci koncentracji: n = 10 m=3, gdzie i =0, 1, 2, 3, 4.

Dla takich n rozwiazano réwnania FTHFB w dwu temperaturach: 70 = 0
(por. (5.4)-(5.5)) oraz T' =T, (por. (5.9)-(5.10)), przy czterech wartosciach pedu obciecia:
k. =1000 kz, 2000 kf, 3000 kf, 4000 kr oraz przy dwu wartoSciach dlugosci rozpraszania'?:
1/a=0 i 1/a=kp.

Numeryczne rozwiazanie powyzszych 80 uktadow réwnan FTHFB przyniosto nastepu-
jacy rezultat. Wszystkie rozwazane w niniejszej pracy wielkoSci charakteryzujace gaz Fer-
miego, a wiec: potencjat chemiczny i szczelina energetyczna, gestosé energii wewnetrznej
oraz temperatura zaniku korelacji, gdy wyrazi sie je za pomoca odpowiednio: Ep, €pgp
oraz Tr nie zalezg od koncentracji czgstek n.

Przykladowo, dla k. = 2000 kr oraz 1/a = 0 dla wszystkich rozwazanych wartosci n
uzyskano wyniki:

Ay [EF] 1o [EF] €FTHFBO [€DGF] T, [TF] M [EF] €FTHFBz [GDGF]
0, 68(6) 0, 59(0) 0, 59(0) 0,49(6) 0, 74(7) 1, 5(9)

Tablica 5.1: Przyktadowy zestaw wynikow uzyskany podczas badania ich zaleznosci od n,
stuszny dla wszystkich rozwazanych wartosci koncentracji.

To, ze wlasciwosci rozrzedzonego gazu Fermiego nie zaleza od jego gestosci jest
catkowicie zrozumiale w granicy unitarnej ze wzgledu na ,uniwersalno$é¢” przejawiang
przez badany uklad'3. Jak wida¢, rozwazany gaz posiada te ceche réwniez ogodlnie
W rezimie unitarnym — przynajmniej dla przeanalizowanego w tej pracy zakresu n.

W $wietle powyzszego, jest rzecza zrozumiala, ze w dalszej cze$ci analizy mozemy
bez straty ogolnosci trzymac sie jednej wartosci n. Od tej pory przyjmujemy wiec:
n=100m=3. Umotywowane jest to tym, iz wieksze wartosci koncentracji prowa-
dzily niekiedy do (sygnalizowanej przez srodowisko Mathematica) powolnej zbieznosci
obliczanych numerycznie catek.

5.3 Stabilno$¢ wynikéw ze wzgledu na ped obciecia k.

Dokonamy teraz analizy zaleznosci rozwiazan réwnan FTHFB od wartos$ci pedu ob-
ciecia k., podobnej do tej przeprowadzonej w poprzednim podrozdziale.

W tym celu rozwazmy nastepujace wartosci pedu obciecia*: k.= 10i kp, gdzie:
1=6,7,...,320.

2Poniewaz zajmujemy sie gazem w rezimie unitarnym, wygodniej niz dlugoécia rozpraszania jest
postugiwaé sie jej odwrotnodcia 1/a.

13Por. podrozdziat 1.3, a takze [12, 21].

1To, 7e najnizsza rozwazona warto$é k./kr wynosi 60 ma zwiazek z zastosowaniem ,metody asymp-
totycznej” przy obliczaniu eprppp (por. 5.1.3). Chodzilo o to, aby unikna¢ modyfikowania kodu.
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Dla takich k. rozwigzano rownania FTHFB w dwu temperaturach: 7'=0 oraz T =T,
i przy dwu wartosciach dlugosci rozpraszanial®: 1/a =0 oraz 1/a = kp.

Numeryczne rozwigzanie opisanych powyzej 1260 uktadéw rownan FTHFB przyniosto
nastepujace rezultaty. Dla obu rozwazonych wartosci 1/a wielkosci charakteryzujace
badany uktad, a wiec: potencjal chemiczny i szczelina energetyczna, gestoSé energii
wewnetrznej oraz temperatura zaniku korelacji ze wzrostem pedu obciecia k. zbiegajq
monotonicznie do pewnych skoniczonych, wltasciwych sobie granic. Mowiac nieco bardziej
obrazowo, w granicy bardzo duzych wartosci pedu obciecia rozwigzania réwnan FTHFB
przestaja od niego zalezec.

Przykladowo, dla 1/a = kr otrzymano nastepujaca, malejaca zaleznosé Ag(k.):

1.35
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Rysunek 5.3: Ay w funkcji pedu obciecia. W granicy duzych k. wartosé szczeliny ener-
getycznej w temperaturze T' = 0 stabilizuje sie na poziomie ok. 1,333 Ep.

7 kolei gesto$¢ energii wewnetrznej epryppo zalezy tu od k. w sposob rosnacy:

_3.86
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g _3.9!
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Rysunek 5.4: eprprpy W funkcji pedu obciecia. W granicy duzych k. warto$é gestosci
energii w temperaturze 1" = 0 stabilizuje si¢ na poziomie ok. —3,875 epgr.

15Zgodnie z ustaleniami poprzedniego podrozdziatu, przyjeto: n =100 m=,
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Przedstawianie tu pozostalych zbadanych zaleznosci mija sie z celem. Ich charakter
oddaja w petni dwa reprezentatywne wykresy przedstawione powyzej.

Powyzszy rezultat staje sie zrozumiaty, je$li przywolamy sens fizyczny k. oraz jego
role w przedstawionych w Rozdziatach 2, 3, 4 wyprowadzeniach. Przypomnijmy, ze
wprowadzenie pedu obciecia byto wymuszone koniecznoscia renormalizacji potencjatu
kontaktowego (2.8), na ktorym zbudowaliSmy nasza teorie efektywna.

Jest rzecza intuicyjnie zrozumialy, ze prawidlowo przeprowadzona renormalizacja
pozwala otrzymac skonczone wyniki, gdy w koncowych wzorach przejdziemy z wprowa-
dzonym w jej ramach parametrem do stosownej granicy (tu: k. - +oo0). Wtadnie tak
rzecz sie mialta, gdy dokonaliSmy przejscia granicznego w rownaniach HFB (3.91) oraz
FTHFB (4.50). Nie dziwi przeto stabilizowanie sie wartosci wielkosci termodynamicznych
charakteryzujacych badany uktad wraz ze wzrostem k..

Poniewaz, jak pokazalismy, rozwigzania roéwnani FTHFB stabo zaleza od pedu obciecia
dla duzych jego wartosci, mozemy zdecydowaé sie odtad na jedna, odpowiednio duza
wartos$¢ k. i twierdzi¢, ze uzyskane wyniki stosuja sie rowniez do wyzszych jego wartosci
(z pewna satysfakcjonujaca doktadnoscia).

Bedziemy wiec odtad przyjmowaé: k. = 3000kr. Wybér ten podyktowany jest
nastepujacymi argumentami.

Po pierwsze, wszystkie uzyskane w opisanej powyzej analizie wykresy (w tym te na
Rys. 5.3 1 5.4) sa juz przy 3000 kr na tyle plaskie, ze odczytywana z nich w tym punkcie
warto$¢ zmiennej zaleznej jest rowna wartodci granicznej z doktadnoscia przynajmniej do
trzeciej cyfry znaczacej. Jest to zupelnie satysfakcjonujace, zwlaszcza ze w tej pracy nie
wychodzimy poza — ze swej natury przyblizong — metode FTHFB. Co wiecej, w litera-
turze (por. [12]) wartosci Ag, 7% i innych wielkosci charakteryzujacych rozrzedzony gaz
Fermiego podawane sa wtasnie z doktadnoscia do dwoch-trzech cyfr znaczacych.

Po drugie, wziecie wyzszych wartosci k. utrudnia obliczenia numeryczne. Pokonywanie
tych trudnosci wigze sie natomiast z wydtuzaniem czasu obliczen.

Po trzecie, przy k. =3000kr spelnione sa juz warunki (4.44) oraz (4.56)'.

5.4 Termodynamika gazu Fermiego w granicy unitarnej

W niniejszym podrozdziale zbadamy, jakie wlasnosci termodynamiczne posiada
rozrzedzony gaz Fermiego w granicy unitarnej w przyblizeniu FTHFB. W pierwszej kolej-
nosci opiszemy stan podstawowy ukladu oraz przeanalizujemy zaleznosci: szczeliny ener-
getycznej A, potencjatu chemicznego p i gestosci energii wewnetrznej eprypg W funkcji
temperatury. Nastepnie wykazemy, ze badany uktad odznacza sie stabilnoscig rownowagi
termodynamiczne;j.

16pPréba numerycznego obliczenia pojawiajacych sie w nich catek dla rozwazonych w tym podrozdziale
wartosci 1/a oraz T prowadzi kazdorazowo do zerowego wyniku — lezy on ponizej maksymalnej doktadnosci
srodowiska Mathematica.
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5.4.1 Wlasciwosci ukladu w stanie podstawowym oraz w nieze-
rowych temperaturach.

Biezacy podrozdzial traktuje o granicy unitarnej, w zwiazku z czym kladziemy:
1/a =0. Zgodnie z dotychczasowymi ustaleniami przyjmujemy rowniez: n = 100 m=3 oraz

k. =3000kp.

W pierwszej kolejnosci obliczono wartosci funkcji A(T"), u(T') oraz eprprs(7T) W tem-
peraturze T' = 0 (rozwiazujac (5.4)-(5.5), a nastepnie obliczajac (5.12)) oraz w tempe-
raturze T' = T, (jej wartos¢ otrzymano rozwigzujac (5.9)-(5.10), a nastepnie obliczono
przy niej (5.14)). Uzyskane wyniki zawarto w tabeli:

Ay [EF] Mo [EF] €EFTHFBO [GDGF] T, [TF] Mz [EF] €FTHFBz [EDGF]
0,68(6) 0,59(0) 0,59(0) 0,49(6) 0,74(7) 1,6(0)

Tablica 5.2: Podstawowe wielkoSci charakteryzujace gaz Fermiego w granicy unitarnej
w przyblizeniu FTHFB.

Nim przejdziemy dalej, poczynimy kilka uwag.

Zacznijmy od uwagi natury technicznej. Warto zauwazy¢, ze wartoSci zawarte
w powyzszej tabeli pokrywaja sie niemal dokladnie!” z tymi w Tabeli 5.1. ktorej
zawarto$¢ byta wynikiem przyjecia w obliczeniach: k. = 2000kgr. Jest to wiec dobra
ilustracja faktu, ze dla przyjetej w naszych analizach wartos$ci pedu obciecia otrzymywane
wyniki praktycznie juz od niego nie zaleza.

PrzejdZzmy teraz do uwag i wynikow natury fizyczne;j.

Pierwszy wazny wniosek jest taki, iz metoda FTHFB stusznie przewiduje, ze pojawie-
nie sie korelacji w uktadzie (A # 0) w niskich temperaturach prowadzi do obnizenia jego
energii. Czastkom ,oplaca sie” tworzy¢ pary kanonicznie sprzezone!s.

Jak mogliémy sie spodziewaé, nasze przyblizenie okresla temperature 7T,, w ktorej
zanikaja korelacje, a uktad przechodzi w faze normalng. Jak wiadomo z doktadniejszych
modeli (por. np. [12, 15, 30]), nie jest to temperatura przejscia ukladu z fazy normalnej
do nadcieklej (oznaczana zazwyczaj przez T.). Ta pierwsza sygnalizuje bowiem jedynie
tworzenie sie par kanonicznie sprzezonych, podczas gdy ta druga — ich kondensacje. Przy-
blizenie FTHFB niestety nie pozwala na okreslenie 7.. Mozna jedynie stwierdzi¢, iz
T.<T..

Kolejnym wynikiem jest rOwnosé bezwymiarowych stosunkow:
to/ Er = errurpo/epar = 0,59(0).  Zbiezno$¢ ta nie jest przypadkowa, ale stanowi
jedna z konsekwencji ,,uniwersalnosci” ukladu w granicy unitarnej'.

17 Jedynie warto$é¢ eprprp, r67ni sie co do ostatniej cyfry znaczacej.
8por. podrozdziat 3.1.3.
19Konkretniej, mozna ja otrzymaé z réwnania stanu (1.2), por. [12], podrozdziat IV F.
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Na ponizszym wykresie przedstawiono otrzymane widmo energii jednokwazi-
czastkowych E) w stanie podstawowym?°:

Rysunek 5.5: Widmo energii jednokwaziczastkowych. Dla przejrzystosci wykreslono je
w funkcji Tiin(k) = k2, tj. energii kinetycznej. Linia przerywana, przerzucona przez
wszezeline” oddzielajaca o$ odcietych od krzywej wykresu ma dhugosé A. Stad wlasnie
bierze sie nazwa tej ostatniej wielkosci — szczelina energetyczna.

Ponizej przedstawiono rowniez rozklad prawdopodobieristwa obsadzen stanéw jed-
noczastkowej bazy pedowej. Jak pokazano w podrozdziale 3.3.3, prawdopodobienstwo
obsadzenia stanu indeksowanego pedem o diugosci k jest rowne v? (o ile T' = 0), a to
ostatnie dane jest wynikajacym z rownan FTHFB wzorem (4.33).
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Rysunek 5.6: Rozktad prawdopodobieristwa obsadzen stanéw jednoczastkowej bazy pe-
dowej w stanie podstawowym ukltadu. Jak widaé, istnienie korelacji prowadzi do ob-
sadzenia stanoéw powyzej poziomu Fermiego.

20Jest to nic innego jak odpowiednio wyskalowany wykres funkcji \/(k2 +I' = pp)? + AZ, por. np. pod-
rozdziat 5.1.2, przypadek T = 0.
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W temperaturze zaniku korelacji powyzszy wykres ma posta¢ bliska schodkowej,
charakteryzujacej uktad fermionéw nieoddzialujacych. Niewielkie rozmycie bierze sie
wowcezas jedynie z fluktuacji termicznych.

Poréwnajmy zestawione w Tabeli 5.2 wyniki z literaturg. Jak mozna przeczytaé
w podrozdziale V A przegladowej pracy [12], otrzymana w przyblizeniu Sredniopolowym?*
wartosé¢ szczeliny energetycznej w stanie podstawowym wynosi: Ag = 0,69 Er, natomiast
gestosé energii wewnetrznej: eprprpo = 0,59 Epgr.  Z kolei z wykresu Fig.2. w [15]
mozna odczytaé¢ T, ~ 0,5Tp. Ta zgodno$¢ swiadczy o prawidlowym wyprowadzeniu
i rozwiazaniu réwnain FTHFB dla badanego uktadu.

Przejdziemy obecnie do opisu przebiegu funkcji A(T"), u(T) oraz eprurs(T).

Przedstawione ponizej wykresy otrzymano, rozwigzujac rownania FTHFB oraz
obliczajac epruypp W temperaturach: 7' = #&)TF? gdzie: 7 =1, 2, ...2000.

Dzieki znajomosci T, mozna byto kazdorazowo okredli¢, czy nalezy rozwiaza¢ rdbwnania
(5.7)-(5.8), czy tez rownanie (5.11). Na wszystkie trzy wykresy naniesiono przerywana

linie o rownaniu 7' =T,,.

F]
PN WA OO N

Rysunek 5.7: Szczelina energetyczna w funkcji temperatury. Taki ksztalt krzywej
A(T) wystepuje rowniez w prostym modelu Goodmana [14], a takze w teorii BCS
(por. Rys. 51.1 w |22|). Ten i kolejne wykresy wskazuja, ze zanik korelacji ma charakter
przejscia fazowego.

2'Metoda FTHFB jest wlagnie tego rodzaju przyblizeniem.
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Rysunek 5.8: Potencjal chemiczny w funkcji temperatury. Funkcja p(7) ma nieciggla
pochodna w punkcie 7" = T,. Oznacza to (Por. podrozdzial 2.1 w [29]), iz mamy tu
do czynienia z przejSciem fazowym pierwszego rodzaju. Zwro¢my uwage, ze potencjat
chemiczny zmienia znak na ujemny w dostatecznie duzej, wyzszej od T, temperaturze.
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Rysunek 5.9: Gesto$¢ energii wewnetrznej w funkcji temperatury. Rowniez funkcja
ertare (1) ma w punkcie T' = T, nieciagla pochodna. Dla T > T, gesto$¢ energii narasta
w przyblizeniu liniowo z temperatura.

Ciekawy rezultat otrzyma sie wykre$lajac zaleznosé ciepta wlasciwego w statej obje-
tosci w funkcji temperatury. Aby wielko$¢ ta miala sens, przyjmijmy na chwile, ze nasz
uktad nie jest nieskonczony, ale ma skoriczona objetos¢ V. Jest ona przy tym na tyle
duza, ze z dala od brzegu wyniki otrzymane dla gazu jednorodnego sa wcigz w mocy.

Wtedy z definicji:

(5.17)

_ (9EpTurB
vE=\Tar

V,N=const.
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7 przyczyn, ktore za chwile stang sie jasne, interesowaé¢ nas bedzie wykres funkcji
Y(T), gdzie N :=nV ma sens liczby czastek w ukladzie. Prawdziwa jest rownosc:

CWV(T) B % ((%FaT%) (T) = %E{?THFB(T) (5.18)

V=const.

Zadany wykres mozemy zatem otrzymaé, obliczajac odpowiednie ilorazy réznicowe
zebranych przez nas wartosci funkcji eprprp(7"). W efekcie otrzymujemy:

C V/N

= N
Uk, N 0w oA

Rysunek 5.10: Cieplo wilasciwe w statej V na czastke rozrzedzonego gazu Fermiego
w granicy unitarnej w funkcji temperatury. Funkcja ta ma niecigglos¢ w 7' =T,.

Zwroémy uwage, ze dla T > T. funkcja 35(7") opisuje doskonaly gaz Fermiego?®?
(por. Rys. 5.4 w [22]|). Okazuje sie tez, ze dla 0 < T < 0,087 funkcje ta mozna dobrze
przyblizy¢ znang z teorii BCS formula??:

A(T)

CNV(T) ~ C'exp (_T) (5.19)

gdzie C jest pewng stata, tu réwna ok. 50.

Na koniec tego podrozdziatu zwroémy jeszcze uwage na wyraznie rosngcy charak-
ter funkcji pu(7) dla T < T,. W dokladniejszych modelach wykorzystujacych metody
kwantowego Monte Carlo |30| potencjal chemiczny jest w tych temperaturach z dobrym
przyblizeniem staty. Najprawdopodobniej efekt ten jest wiec wynikiem zgrubnoéci przy-
blizenia FTHFB.

5.4.2 Stabilno$¢é rownowagi termodynamicznej

Niniejszy rozdzial bazuje na wyprowadzeniu zawartym w [31]. Przytoczmy tu naj-
wazniejsze elementy tego wyprowadzenia.

227 padza sie to z uwaga poczyniona w podrozdziale 5.1.2 przy omawianiu przypadku T > T,.
ZPor. §36. w [22], pamietajac, ze w uzywanym przez nas uktadzie jednostek kp = 1.
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Tak jak uczyniliSmy to podczas badania ciepta wlasciwego w stalej objetosci pod
koniec poprzedniego podrozdziatu, tak i tu przyjmijmy, ze uklad ma stata, skonczona
objetos¢ V', ktora jest na tyle duza, ze z dala od brzegu wciaz stosuja sie wyniki dotyczace
uktadu jednorodnego.

Zacznijmy od przyjecia, ze prawdziwe jest nastepujace rownanie stanu (por. [21]):

E=2EpN&(T|Ty) (5.20)

gdzie: E oznacza energie wewnetrzng, N — liczbe czastek w ukladzie, natomiast & jest
pewng funkcjg??.

Takie rownanie stanu stanowi bezposrednia konsekwencje wspominanej juz ,uniwer-
salno$ci” granicy unitarne;j.

Postugujac sie termodynamiczng definicja ci$nienia?®, w wyniku nietrudnego rachunku
mozna otrzymac, iz:

pV =2E (5.21)

a wiec identycznie jak dla gazu doskonalego?6. Pozwala nam to wyrazi¢ ci$nienie rozrze-
dzonego gazu Fermiego w granicy unitarnej w przyblizeniu FTHFB po prostu jako:

P = 3€rrars (5.22)

Zalozmy teraz za [30], ze prawdziwa jest rowniez nastepujaca zalezno$é¢ termodyna-
miczna:

p(u.T) = 25[Th(£)]" (5.23)

gdzie: p oznacza ci$nienie, 3 to stala rowna w naszym ukladzie jednostek?? #, natomiast
h jest pewna nieujemna funkcja.

Uktad izolowany o stalej objetosci V' w stanie rownowagi termodynamicznej osiaga
minimum energii wewnetrznej [29]. Ze wzgledu na rownos¢ (5.21), osiagnie rowniez mini-
malne ciSnienie. Warunek stabilnosci tej rownowagi (w zadanych p oraz T') mozna wiec
wyrazi¢ jako dodatnig okreslono$é¢ nastepujacej macierzy drugich pochodnych?s:

Pp 9%
o oudT
H = (5.24)
o%p 9%
oudT oT?

4 Warto zwroci¢ uwage, ze jej przebieg w przyblizeniu FTHFB przedstawiony jest na Rys. 5.9.

25p == (275) |S, N=const.

26Por. np. [22, 29)].

2TNie ma zatem nic wspélnego z uzywang przez nas wcze$niej odwrotnoscia iloczynu temperatury
i statej Boltzmanna (4.4).

W rzeczywistodci jest to warunek silniejszy niz trzeba, albowiem na mocy réwnania stanu (5.20)
i (5.21) cisnienie ukladu o stalej objetosci jest funkcja jedynie temperatury, a zatem potencjal chemiczny
nie jest tu zmienng niezalezna: pu = u(T).
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Ze znanego twierdzenia Sylvestera?® wynika, ze powyzsza macierz jest dodatnio
okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy:

— >0 oraz det H >0 (5.25)

Podstawiajac (5.23) do (5.25), po elementarnych, acz zmudnych rachunkach mozna
otrzymac¢ warunek réwnowazny powyzszemu:

H jest dodatnio okreslona dla zadanych p, T < A" (%) >0 (5.26)

Innymi stowy, wypuklosé funkcji A gwarantuje stabilno§é réwnowagi mechaniczne]
(i vice versa).

Aby zbada¢, czy funkcja h spelnia warunek (5.26) w przyblizeniu FTHFB, obliczmy
jej wartosci postugujac sie wzorem:

/
) o] 620

wynikajacym 7z (5.22) i (5.23) oraz znajomoscia funkeji p(7") i €prupp(7) otrzymanych
w poprzednim podrozdziale3?. Ponizej przedstawiono wykres funkcji h:

0.4

Rysunek 5.11: Wykres funkcji h. Jako ze przyjeliSmy kp = 1, zaréwno argumenty, jak
i wartosci tej funkcji sa bezwymiarowe. Naniesiono rowniez linie przerywang o rOwnaniu:
w/T = p./T,. Na lewo od niej znajduje sie zatem faza normalna gazu.

Optycznie nie sposob stwierdzi¢ na pewno, czy funkcja h jest wszedzie wypukta.
Ponizej przestawiamy zatem wykres tej funkcji po jednokrotnym zrézniczkowaniu:

Por. np. [32], Rozdzial V §5.
30Por. Rys. 5.81 5.9.
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2 4 6 8
u/T

Rysunek 5.12: Wykres funkcji A’. Tu réwniez naniesiono linie przerywang o réwnaniu:
w/T = p.[T,, rozgraniczajaca dwie fazy gazu.

Funkcja ta jest rosnaca na calym rozwazanym przedziale. Oznacza to, ze h” > 0
(z wyjatkiem punktu p./T,, gdzie druga pochodna nie jest okreslona).

UzyskaliSmy tu zatem dwa wyniki odnoszace si¢ do rozrzedzonego gazu Fermiego
w granicy unitarnej w przyblizeniu FTHFB.

Po pierwsze, zalozenie (5.23), okazalo sie stuszne, poniewaz funkcja h okazala sie by¢
dobrze okreslong funkcja jednej zmiennej.

Po drugie, zawsze3! spelniony jest warunek stabilno$ci rownowagi termodynamicznej
uktadu.

5.5 Poza granicg unitarna. Zalezno$¢ od 1/a.

Niniejszy, ostatni podrozdzial stanowi krotka analize wptywu wartosci parametru 1/a
na rozwiazanie rownain FTHFB. Analiza ta wiaze si¢ zatem 7z wyjéciem poza granice uni-
tarna. Pozostajemy wszakze w rezimie unitarnym — przejéciowym miedzy rezimami BCS
i BEC. Przypomnijmy3?, ze rezimowi BCS odpowiada: 1/a - —oo (stabe przyciagajace
oddzialywanie miedzyfermionowe), podczas gdy rezimowi BEC: 1/a — +oo (silne przycia-
gajace oddzialywanie miedzyfermionowe).

Badanie, o ktorym mowa, mogtoby stanowi¢ powielenie przedstawionej w podrozdziale
5.4.1 analizy gazu w granicy unitarnej. Bylby to jednak znaczny przerost formy nad
trescig, poniewaz przebiegi zaleznosci A(T'), pu(T') oraz eprurs(T") sa pod wieloma wzgle-
dami?? podobne do tych prezentowanych na Rys. 5.7-5.10.

Zasadnicza roznica tkwi natomiast w wartosciach takich wielkosci jak Ay czy T..
Niniejsza analiza bedzie zatem polega¢ na zbadaniu zaleznos$ci tych dwu wielkosci, a takze:

31Przynajmniej w rozwazanym przedziale wartosci zmiennej p/T.
32Por. podrozdzial 1.3.
33Takimi jak monotonicznosé, obecnosé nieciaglosci pochodnej w T, i ogolne podobienstwo wizualne.

7



[0, Mz, €EFTHFBO Oraz €prhrp, W funkcji bezwymiarowej, uniwersalnej i w zwigzku z tym
powszechnie stosowanej?* zmiennej (kpa)=!.

Dane zgromadzono w sposéb analogiczny jak podczas wypelniania Tabeli 5.2
(podrozdziat 5.4.1). Roznica polegata na przyjmowaniu 1/a # 0. Konkretniej, obliczenia
przeprowadzono dla: 1/a = iﬁ krp gdzie: ¢ = 1,2, ...4000. Innymi slowy, rozwazono
8000 wartosci zmiennej (kpa)~! rownomiernie rozmieszczonych w przedziale [-1,6; 1,6]
(z wylaczeniem zera).

Rezultaty przedstawiono na ponizszych wykresach.

1.75
1.5

— 1. 25
TR

m 1

o 0.75

< os

0.25

1.5 -1 -0.5 0 05 1 1.5
(k_F a)~-1
Rysunek 5.13: Szczelina energetyczna w stanie podstawowym w funkcji (kpa)~'. Naras-

tajaca w strone rezimu BEC wartosé¢ Ay jest konsekwencjag rosnacej sity oddzialywania
miedzyfermionowego.

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
(k_F a)~-1

Rysunek 5.14: Temperatura zaniku korelacji w funkcji (kra)~! (objasnienia ponizej).

Przebieg krzywej ,FTHEB” na powyzszym wykresie odpowiada doktadnie temu na
wykresie Fig.2. w [15]. Krzywa ,BCS” dana jest wzorem wynikajacym z ,prostej” teorii

34Por. np. [9, 12, 20, 30].
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BCS, w ktorej potencjal oddzialywania ma nieznikajace elementy macierzowe jedynie dla
stanow o energiach bliskich Er (por. tamze, podrozdzial 3.1). Jak wida¢, obie krzywe
zbiegaja sie dla 1/a - —oo.

Ciekawy wynik ilustrujacy przechodzenie rezultatow metody FTHFB w te znane

z ,prostej” teorii BCS otrzyma sie, wykreslajac krzywa %(Fla) W teorii BCS
stosunek tych dwu wielkosci jest stala uniwersalnag wynoszaca: me™ ~ 1,76

(por. wzor (51.44) w [22]|). Tu otrzymujemy:

1.8

1.6

1.4

AN O0/T z

1.2

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
(k_F a)yr-1

Rysunek 5.15: Stosunek Ay do T, w funkcji (kpa)~'. Przerywang linia w lewym gornym
rogu wykresu nakreslono fragment prostej o rownaniu Ag/7, = me™7. Jak wida¢, w granicy
1/a - —oo wynik uzyskany metoda FTHFB przechodzi w ten znany z teorii BCS. Z kolei
w granicy unitarnej: Ag/T, ~ 1, 38.

Na kolejnych dwu wykresach gruba linia ciggta odnosi sie do wartosci danej wielkosci
w temperaturze zerowej, podczas gdy cienka linia przerywana — do wartosci danej wielkosci
w temperaturze zaniku korelacji.

m

m 0
N|—0.5
3 -1}
o -1.5¢}
S

1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5
(k_F a)r-1

Rysunek 5.16: Potencjal chemiczny przy T =0 oraz przy T =T, w funkcji (krpa)='.
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Przebieg obu krzywych na powyzszym wykresie ma podobny charakter, ktory warto
takze porownaé z Fig.3. w [15]. W rozwazanym przedziale zmiennej (kpa)™' zawsze:
s > flo, co jednak najpewniej stanowi artefakt metody FTHFB (por. koncowka pod-
rozdziatu 5.4.1).

: :
— 4 ———’—/”/
é P € z
o o -
N| -2
w -4
dl -6
w -8

1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5
(K F a)r-1

Rysunek 5.17: Gestos¢ energii wewnetrznej przy T' = 0 oraz przy T = T, w funkcji (kra)='.

Jak wida¢, wraz z narastaniem sily oddzialywania miedzyfermionowego maleje energia
stanu podstawowego — czastki par Coopera tworza ,ciasniejszy” uktad. W rezimie BCS,
poniewaz oddziatywanie ,czuja” jedynie czastki obsadzajace stany bliskie poziomowi Fer-
miego, energia wewnetrzna w stanie podstawowym jest rzedu energii doskonatego gazu
Fermiego.

Jesli idzie o przebieg krzywej eprprps, to za jego narastanie dla 1/a - +o00 odpowiada
przede wszystkim narastanie samej temperatury zaniku korelacji.

Zauwazmy na koniec, ze przy 1/a ~ 0,55 kp warto$é o zmienia znak na ujemny. Zgod-
nie z termodynamiczna definicja potencjalu chemicznego3®, przy 1/a > 0,55 kr oddziaty-
wanie miedzyfermionowe jest juz na tyle silne, ze ewentualne wprowadzanie do uktadu
kolejnych czastek prowadzitoby do zmniejszenia jego energii wewnetrzne;j.

5.6 Podsumowanie

Celem pracy bylo zastosowanie metody FTHFB do opisu jednorodnego, rozrzedzonego
gazu Fermiego w rezimie unitarnym, wtacznie z samodzielnym skonstruowaniem efektyw-
nego potencjalu oddziatywania miedzyfermionowego. Zgodnos$é rezultatow uzyskanych
w niniejszej pracy z tymi wynikajacymi z teorii pola $redniego |9, 12| $wiadczy o tym, iz
cel ten zostal osiagniety.

Przyblizenie FTHFB poprawnie przewiduje pojawianie sie korelacji w ukladzie przy
dostatecznie niskiej temperaturze. Stanowi przy tym uogdélnienie opisu w ramach ,proste;j”

35,“ = (g%) |S7 V=const.
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teorii BCS, w ktorej oddziatuja jedynie czastki obsadzajace stany bliskie poziomowi Fer-
miego.

Przyblizenie to jest niestety zbyt zgrubne, aby wyodrebni¢ temperature krytyczna
T., ponizej ktorej gaz staje sie nadprzewodnikiem wzglednie nadcieczg3®. Rowniez
przewidywane przez metode FTHFB wartosci Ag, po oraz eprurpp okazuja sie zawyzone
w porownaniu do tych uzyskanych w ramach dokladniejszych modeli, jak przedstawiono
to w ponizszej tabeli (dane, uzyskane metodami QMC, zaczerpnieto z rozdzialu IV F
pracy przegladowej [12]):

Ay [EF] Ho [EF] €EFTHFBO [€DGF]
FTHEFB 0, 68(6) 0, 59(0) 0, 59(0)
QMC 0,50+0,03 | 0,42+0,01 0,42+ 0,01

Tablica 5.3: Poréwnanie wartosci trzech wynikajacych z przyblizenia FTHFB wielkosci
odnoszacych sie do gazu w granicy unitarnej z przewidywaniami doktadniejszych modeli
opartych na QMC.

Jakkolwiek wiec metoda FTHFB poprawnie odtwarza wynikajaca z ,uniwersalnosci”
granicy unitarnej rowno$¢ stosunkow jg/Ep = €prurpo/€par, t0 zawyza ich warto$é
o ok. 30 %. To samo tyczy sie wartosci szczeliny energetycznej w zerowej temperaturze.

7, drugiej strony, mimo swojej prostoty, metoda FTHFB podaje nienajgorszy jakos-
ciowy opis przebiegu funkcji termodynamicznych A(T'), u(7T) oraz eprars(7T), 0 czym
mozna sie przekonaé¢ poréwnujac uzyskane krzywe z tymi uzyskanymi metodami QMC
[30]. Z przebiegow tych wynika w szczegolnosei stabilno$é rownowagi termodynamiczne;
gazu w granicy unitarnej (por. podrozdzial 5.4.2).

Jako taka, metoda FTHFB dostarcza¢ moze pozytecznego pierwszego, Sred-
niopolowego przyblizenia fizyki rozrzedzonego gazu Fermiego w rezimie unitarnym,
stanowigc baze dla bardziej wyrafinowanych podejsé.

36Wedtug &cistych, opartych na metodach Kwantowego Monte Carlo (QMC) obliczeniach wynosi ona
ok. 0,16 T [30].
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Rozdzial 6

Dodatek: Uzupelnienie
matematyczno-programistyczne

6.1 Obliczenie calki I(k,k,)

W tym podrozdziale obliczymy catke I(k, k,) zdefiniowana w podrozdziale 2.2 wzorem
(2.38):

k2dk
I(k, k) = hmka o (6.1)

Zacznijmy od podstawienia: z = k2 — k2. Sprowadzi ono powyzsza caltke do postaci:

k?2
1. * k2 -z
Mk =gty [ S ©2)

Taki sposob zapisu umozliwia wygodne skorzystanie ze znanego twierdzenia
Sochockiego-Weierstrassa! stanowiacego, iz:

=P——imd(x) (6.3)

gdzie powyzsza rownos¢ nalezy rozumie¢ jako rownosé dystrybucyjng, w ktorej
poszczegOlne sktadniki maja sens nastepujacych dystrybucji:

'P%: f»—)hI(I)lJr(f f)f(z)dx
6(x): [ f(0).

'Por. np. (12.64) w [8], a takze (7.17) w [24], gdzie jednak twierdzenie to pozostaje bezimienne.
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Oznaczenie P wystepujace w drugiej z powyzszych dystrybucji zadaje pewna
szczegbdlng metode obliczania niektorych catek niewtasciwych (podang powyzej). Wynik
zastosowania tej metody nazywa sie wartoscig gtdwng? danej calki.

Trzecia z powyzszych dystrybucji to oczywiscie delta Diraca.

Stosujac twierdzenie Sochockiego-Weierstrassa do (6.2), otrzymujemy:

(5, ke )———mk: + X lim f f VR, (6.4)

2 a—0%
k2 k2

W tym momencie wygodnie wroci¢ do pierwotnych oznaczen. Dokonujac odwrotnego
podstawienia: k =\/k2 — z, otrzymamy:

VEk2-a P
(5, ka) =~ ~rikey + Ti f N f L 6.5
Kyka) = =5 mika + lim O R (6.5)
VEkZ+a

Aby znalezé calke nieoznaczona funkcji ka—_QkQ, mozna postuzy¢ sie klasyczna metoda
calkowania funkcji wymiernych3. Okaze sie, iz:

K koo Kotk
fkg_dek——k+?lnka_k+C (6.6)

gdzie C to stala catkowania.
Podstawiajac (6.6) do (6.5), otrzymamy:

ko + /K2
I(Fak‘)——%mk; —/@+%hm[l Ko + K 1 MAVATI

a—0*

/12 _
n n +lnka+ o (6.7)
ko — K ko — /K2 +a ko —\/k2—a

Do pojawiajacej sie tu granicy nie mozna przej$¢ od razu, albowiem pojawi sie
wyrazenie nieoznaczone typu oo — oo. Zamieniajac jednak sume logarytmoéw na logarytm
iloczynéw, a nastepnie wchodzac z limesem pod znak logarytmu* oraz stosujac jednora-
zowo regule de I'Hopitala, ostatecznie (pomijamy tu zmudne rachunki) otrzymamy wynik
oznaczony w niniejszej pracy numerem (2.39):

kOL ka .
(5, ko) = ?(ln':ik —m)—n (6.8)

6.2 Zbieznos¢ calek niewtasciwych

W tym podrozdziale udowodnimy zbieznos¢ calek niewlasciwych (3.91) oraz (3.101)
oraz ich odpowiednikéw w przypadku niezerowych temperatur: (4.50) oraz (4.58).

2Por. np. Rozdziat 7.4. w [24].
3Por. Rozdziat VIII §2. w [32].
4Korzystamy tu z cigglosci funkeji Inx.
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Zauwazmy na wstepie, ze wszystkie funkcje podcatkowe w rozwazanych calkach sa
ciagle, a zatem calkowalne na przedziatach ograniczonych®. Dzieki temu, mozemy swobod-
nie wybraé¢ dolng granice catkowania k;. Innymi stowy, wystarczy, ze pokazemy zbieznosé
rozwazanych calek niewlasciwych obliczanych na przedziale (kg,+00). Jak sie za chwile
okaze, wygodnie bedzie przyjac, iz zawsze kg > \/m

Kluczowe w ponizszych dowodach sa nastepujace nieréwnosci:

Va>-1 l- =<3
Vaoe(-1,0) —=-1<1% (6.9)
V>0 \/11+—x—1£—%x+gx2

Pierwszy z powyzszych faktow wynika z nieréwnosci: \/% >1- %m, ktorg mozna tatwo

udowodni¢ za pomocy twierdzenia Lagrange’a (o wartosci sredniej). Druga nieréwnosé
wynika z trywialnej relacji 1 + x < 1+ spelnionej dla ujemnych z. Trzecia mozna
prostymi przeksztalceniami algebraicznymi sprowadzi¢ do rownowaznej postaci:

2% (927 - 152 +40) > 0 (6.10)

w oczywisty sposob spelniong dla nieujemnych x.
Przejd7my teraz do pierwszej z calek (3.91). Dla wiekszej przejrzystosci przyjmiemy,
h2

ze: %:1

Pokazemy, ze funkcja:
k2
1- (6.11)
(- )+ &7
jest bezwzglednie catkowalna (po k) na przedziale (0, +o0).
Istotnie, modut tej funkcji mozna ograniczy¢ z gory przez funkcje catkowalna, co jest
warunkiem wystarczajacym jego catkowalnosci®. Aby to wykazaé, skorzystamy z dwoch

pierwszych nieréwnosci (6.9) dla z = —2% + 4 (12 + A?):

k2 1

1- =(1- <
V(K2 = p)? + A2 \/1—2—‘5+%4(M2+A2)
(P + A?) - & dla 2uk? < (2 + A?)

< <
Sl dla  2uk? > (2 + A2)

(6.12)

ﬁ(p2+A2)+% dla  2uk? < (p? + A?)

< <

2

A dla 2k? > (12 + A?)

PR A | 2ulk?
2k K2 (k2- p)2

>Por. Rozdzial IX §1. w [32].
®Por. Twierdzenie 1., Rozdziat XIII §1. w [32].
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Poniewaz funkcja podcatkowa moze przyjmowaé¢ zaréwno wartosci dodatnie, jak
i ujemne, zmuszeni byliSmy rozwazy¢ dwa przypadki, postugujac sie raz pierwsza, raz
druga z nieréwnosci (6.9). Znalazlszy dodatnie ograniczenia gorne dla kazdego z tych
przypadkéw, w ostatnim przejsciu dokonalidémy ich zsumowania, otrzymujac wspolng dla
ich obu funkcje ograniczajaca.

Funkcja ta jest calkowalna na przedziale (kq,+00), gdzie: kg > \/m Dowod tego
stwierdzenia polega albo na zmudnym, ale nietrudnym obliczeniu caltki z tej funkcji
wymiernej, albo na powolaniu sie na kryterium calkowalnosci Cauchy’ego”. Wynika stad
bezwzgledna catkowalno$é funkeji (6.11).

Podobnie pokazemy teraz, ze funkcja:

k2
1- K = (6.13)
NGRS
jest bezwzglednie catkowalna (po k) na przedziale (0, +00).
Istotnie, dla k > +/|ul:

1 , A%
A2 - 2(k2 _ /’6)2

L+ ey

1- (6.14)

(1 o Kom ) k2

Tym razem, jako ze wyrazenie podpierwiastkowe jest zawsze niemniejsze niz 1,
funkcja (6.13) jest nieujemna. Skorzystanie z pierwszej z nieréwnosci (6.9) pozwala
otrzymac ograniczenie gorne, bedace funkcja catkowalng na przedziale (kg4 +00), gdzie:
kg > \/m Tak jak poprzednio, catkowalnosé¢ tej funkcji (wymiernej) mozna wykazac
albo bezpos$rednim rachunkiem, albo powotujac sie na kryterium Cauchy’ego. Koniczy to
dowod bezwzglednej catkowalnosci funkeji (6.13).

Pokazemy wreszcie, ze funkcja:

2 _ 2
I oA (6.15)
GRS A

jest bezwzglednie catkowalna (po k) na przedziale (0, +o0).

"Por. Rozdzial XIIT §1. w [32].
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Istotnie, korzystajac tym razem z pierwszej i trzeciej z nierownosci (6.9), w ktorych
polozono z = ﬁ, otrzymamy (dla k> +/|u|):

(1_ K g )k4_A_2 I S PR I
N i
(e - 1) dla (1 m) B

S =
S 32K a2
2 (1 (k2ﬁu)2 + 4(k2*,u‘)4) dla (]_ \/m) k < >

(6.16)
A2(2uk?-p2) N
EPICCEN L dla (1 \/m) kA > a
) <
AP (2uk®-p®)  3A%Et A2
T 2(k2—p)? + NCEDE dla ( \/m) k4 < 4

L A2l p?) | 3A
T 2k - p)? 8(k? — p)*

Zatem rowniez modut funkcji (6.15) daje sie ograniczy¢ z gory przez funkcje wymierna,
calkowalna na przedziale (kq,+00), gdzie: kq > \/m Analogicznie jak mialo to miejsce
w poprzednich dwu przypadkach, stanowi to dowod, iz funkcja (6.15) jest bezwzglednie
catkowalna.

Przejdziemy teraz do dowodu zbieznosci calek w (4.50) oraz (4.58). Jak pokazemy
ponizej, dowod ten mozna przeprowadzi¢ tak, ze w zasadniczej czeSci stanowi on wniosek
z wykazanej przed chwila bezwzglednej catkowalnosei funkeji (6.11), (6.13) i (6.15).

Istotnie, rozwazmy funkcje podcalkowa pierwszej z interesujacych nas calek®:

2

ki
1- — tanh (3 8E;) (6.17)
Ey,

gdzie: Ey:=+/(k?-p)?+ A2

Modut tej funkcji mozna oszacowaé z gory nastepujaco:

2 2
‘I—Z—tanh(%ﬁEk) < [1 - tanh (18E,)] + 1—2— tanh (18E,) < (6.18)
k k
2
< [1-tanh (38E)] + |1 - =
Ey

W pierwszym przejéciu dodano i odjeto odpowiedni tangens hiperboliczny oraz sko-
rzystano z nierownosci: |a +b| <a|+ [b|. W drugim przejsciu stojacy w drugim sktadniku
tangens hiperboliczny oszacowano z gory przez 1.

2

8Dla przejrzystodci weiaz przyjmujemy, iz: h—m =1
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Zwroémy uwage, ze absolutna catkowalno$é drugiego skladnika w (6.18) udowodni-
lismy juz za pomoca ciggu nieréwnosci (6.12) oraz nastepujacej po nim dyskusji. Pozostaje
zatem jedynie pokazac, ze wlasnosé ta posiada rowniez funkcja: 1 —tanh (%BEk)

Zanim jednak tego dokonamy, rozwazmy pozostate dwie interesujace nas funkcje pod-
catkowe:

k? —p 1 2
[1 - tanh(EﬁEk)] k (6.19)
k
k2 _ A2
oraz [1 - £ tanh (%BEk)] k- — (6.20)
Ey, 2

Oszacujmy z gory ich moduly w podobny sposob jak uczynilismy to w (6.18). Dla
funkcji (6.19) mamy:

R 1 2 _ 1 I PR PR
I-— tanh (38E)|[k* < [1-tanh (38E;)]K* + |1 k (6.21)
k k
Z kolei dla funkcji (6.20) mozemy zapisac:
k2 A2
‘[1— 'utanh(%BEk)] k- —| < (6.22)
Ej 2
2 2 _ 2
< [1—tanh(%ﬂEk)](k4+A—) v (1—]’C “)k4—A—
2 B, 2

Analogicznie jak mialo to miejsce w dyskusji do wzoru (6.18), catkowalnosci drugich
sktadnikow w powyzszych oszacowaniach dowiedziono juz wcze$niej?. Teraz wystarczy
jedynie, ze wykazemy catkowalno$¢ nastepujacej (dodatniej) funkeji:

[1-tanh (38E;)] k" (6.23)

dlan =0,2,4. Mozna wszakze pokazac, ze funkcja ta jest caltkowalna na przedziale (0, +o0)
dla dowolnej liczby naturalnej n.
Istotnie, prawdziwy jest ciagg nieréwnosci:

2k

< m < 2kme PV (k2-p)2+A2 < 2kneﬁ‘”‘6_ﬁk2 (6.24)
CXp P Ly

[1-tanh (18E;)] k"

Catka z otrzymanego powyzej ograniczenia gornego, stanowiacego iloczyn jednomianu
i funkcji Gaussa, obliczona na przedziale (0,+00), istnieje!®. Implikuje to calkowalnosé
funkeji (6.23). To z kolei, na mocy calej przedstawionej powyzej argumentacji, gwarantuje
nam juz zbieznosé calek (4.50) oraz (4.58).

Na koniec zwroéémy uwage, ze catkowalnosé funkeji (6.23) byta juz przez nas milczaco
zakladana w podrozdziale 4.3. Istotnie, gdyby tak nie bylo, wowczas warunki (4.44)
i (4.56) nalozone na ped obciecia k. nie miatyby sensu.

9Por. wzory (6.14), (6.16) i dyskusja do nich.
10Jej warto$é nie jest tu najistotniejsza; mozna ja znalezé np. z pomocg [33] lub dowolnych innych
tablic calek.
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6.3 Najwazniejsze bloki instrukcji

Niniejszy podrozdziat zawiera kluczowe fragmenty blokéw instrukcji napisanych
w $rodowisku (i jezyku) Mathematica, stworzonych specjalnie na potrzeby tej pracy.

Przez ,kluczowe fragmenty” nalezy rozumieé¢ ten zestaw instrukcji, ktory stuzyt do
rozwigzywania ukladu rownan FTHFB oraz obliczania gesto$ci energii wewnetrznej
errurp dla zadanych parametrow wejéciowych. Pomijamy wiec tu komendy inicjalizu-
jace zmienne, wys$wietlajace wyniki na ekranie, a takze petle przemiatajace caty zakres
warto$ci rozwazanej zmiennej kontrolnej, w ktorych to petlach umieszczone bylty wyzej
wymienione instrukcje.

Tak jak opisano w podrozdziale 5.1.2, rozwiazujac numerycznie rownania FTHFB,
nalezy rozwazy¢ cztery przypadki. Uklad tego podrozdziatu jest wiec taki jak podroz-
dziatu 5.1.2. Poszczeg6lne bloki instrukcji zamieszczono ponizej i opatrzono je krotkim
komentarzem.

Przypadek 7' =0.

int1[d_ ?NumericQ, m_ ?NumericQ]:=NIntegrate [1 - k%/Sqrt [(k2 +T-m)’+ d2] ,
{k,0, k./ 2} , AccuracyGoal - 5, MaxRecursion - 20, GaussPoints - 18] ;

int2[d_ ?NumericQ, m_ ?NumericQ]:=
Nlntegrate [(1 - (k2+T -m) [Sqrt [(k2 +T-m)’+ d2]) k2,
{k,0, k./ 2} , AccuracyGoal - 5, MaxRecursion - 20, GaussPoints - 18] ;

{Ao, o} =
{d,m}/.FindRoot [{1/2(c7/a) == int1[d, m], 272n == int2[d, m]} , {d,dmin, dmax},
{m, mmin, mmax}, MaxIterations - 500, AccuracyGoal - 4];

€ = NIntegrate [k4 (1+1/Sqrt [1 +(Ao/ (K2+T - uo))2]) - A2/2,
{ka 0) Sqrt [,LLO - P]} ’
AccuracyGoal - 4, MaxRecursion - 15, WorkingPrecision - 50, GaussPoints — 18];

e+=NIntegrate [k* (1 -1 /Sqrt [1+ (Ao/ (k2 + T - uo))?]) - A2/ 2,
{ka Sqrt [“0 - F] 130kF} )
AccuracyGoal - 4, MaxRecursion - 15, WorkingPrecision - 50, GaussPoints — 18];

€+=

(A§

(K3 (1125k2 (2T — Ag - 2p0) (2T + Ag — 2419) — 8100000k% (T — po) —

(=342 +4(T - p10)*) (T - o)) — 24300000023, (2T - Ag — 2410) (2T + Ag — 2p10) +
486000000k2k3. (T - o) + 777600000k, (-3A2 + 4 (T - 110)*) (T - o))
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/243000000k3K5:;
€/=2m?,
e+=A20 [(872%a) - 2n2n2[ (k.- om[a);

Dwie pierwsze instrukcje to definicje catek pojawiajacych sie po prawej stronie rownan
(5.4)-(5.5). Zmienne d i m majace sens szczeliny energetycznej i potencjalu chemicznego
sa tu parametrami.

Komenda NlIntegrate wywoluje adaptacyjny algorytm catkowania numerycznego
funkcji zadanej jako pierwszy argument!!. Drugi argument zadaje zmienng i przedzial
catkowania (od 0 do k./2). Dalej nastepuje specyfikacja szeregu opcji takich jak zadana
doktadnosét? wyniku catkowania (AccuracyGoal).

Trzecia instrukcja to numeryczne rozwiazanie rownan FTHEFB (5.4)-(5.5) zakoriczone
przypisaniem rozwigzan do zmiennych' Ay i pg. Odbywa sie to za pomoca komendy
FindRoot, ktéora w tym wypadku postuguje sie dwuwymiarowym wariantem metody
siecznych!.

Pierwszym argumentem jest lista dwoch réwnan do rozwigzania. Drugim i trzecim
— przedzialty, w ktorych ma znajdowacé sie rozwiazanie (trzeba je poda¢ samemu). Dalej
nastepuje specyfikacja dwoch opcji: maksymalnej liczby iteracji algorytmu (Mazltera-
tions) oraz zadanej doktadnosci wyniku (AccuracyGoal).

Nadmienmy, ze koniecznos¢ samodzielnego okreélania przedziatow, w ktoérych
FindRoot poszukiwal rozwigzania nie byla znaczacym ograniczeniem. Zwlaszcza, ze
odpowiednio zageszczajac zbior warto$ci zmiennej kontrolnej, jako ,przedziat poszuki-
wan” mozna byto wzia¢ bliskie otoczenie ostatnich uzyskanych wartosci badanej wielkosci.

Ostatnie kilka komend to podzielone na etapy obliczanie gestosci energii wewnetrznej
ze wzoru (5.12). Wyrazenia podcaltkowe sa tu zapisane w postaci, ktora okazala si¢ min-
imalizowa¢ (ale nie eliminowa¢) zjawisko szumu numerycznego opisane w podrozdziale
5.1.3. Instrukcja trzecia od dotu zawiera wycalkowane na przedziale (30 kr , k./2) asymp-
totyczne wyrazenie (5.16).

Przypadek 0< T < T,

int3[d_ ?NumericQ, m_ ?NumericQ,b_?NumericQ]:=
Nlntegrate [1 - k2/Sqrt [(k:2 +T-m)’+ d2] Tanh [b Sqrt [(k2 +T-m)+ d2]/ 2] ,
{k,0, k./2}, AccuracyGoal - 5, MaxRecursion - 20, GaussPoints - 12] ;

Por. Mathematica 5.2 Help Browser.

2Wyrazona w liczbie ,wiarygodnych” cyfr znaczacych.

13 Mathematica pozwala postugiwaé sie indeksami dolnymi i gérnymi (majacymi sens wyktadnikow
poteg).

“4Por. tamze.
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int4[d_ ?NumericQ, m_?NumericQ,b_ ?NumericQ]:=

Nlntegrate[

k2

(1- (k2 +T -m) [Sqrt[(k2 + T —m)® + d?]

Tanh [bSqrt [(k2 + T - m)? + d2]/2]),

{k,0, k./ 2}, AccuracyGoal - 5, MaxRecursion - 20, GaussPoints - 12] ;

{A,p} ={d,m}/.FindRoot [{1/2(o7[a) == int3[d,m, 1/T],2n%n == int4[d,m,1/T]},
{d,dmin,dmax}, {m, mmin, mmax}, MaxIterations - 500, AccuracyGoal — 4];

€ = NIntegrate [k*

(1+Tanh[Sqrt [(k2+T - p)? + A2]/ (27)] /Sart [1 + (A /(K2 +T - p))*]) - A2/2,
{ka 0, Sql‘t[u - F]},

AccuracyGoal - 4, MaxRecursion - 15, WorkingPrecision - 50, GaussPoints - 12];

e+=NIntegrate [k*

(1- Tanh[Sart [ (k2 +T - p)? + A2]/ (27)] /Sart [1 + (A /(K2 + T - 1) )*]) - A2/2,
{k,Sqrt[p—T'],30kr},

AccuracyGoal - 4, MaxRecursion - 15, WorkingPrecision - 50, GaussPoints - 12];

e+= (A2 (k3 (1125k2(2T - A - 2u) (2T + A — 24) — 8100000k (T - 1)~
(-3A2 + 4(T - p)?) (T - p)) — 243000000k2k3.(2T = A - 2u) (2T + A - 2p)+
486000000%2k3. (T — i) + 777600000k3. (—3A2% + 4(T - p)?) (T - p)))
/243000000k3k3;

€/=2m?,

e+=A2% [(8n2a) - 2n°n?[ (k.- om/a);

Powyzszy zestaw instrukcji jest niemal identyczny jak w przypadku 7" = 0. Roézni
sie przede wszystkim obecno$ciag tangensoéw hiperbolicznych w wyrazeniach podcatkowych.

Analogicznie jak poprzednio, dwie pierwsze instrukcje to definicje calek pojawiajacych
sie po prawej stronie rownan (5.7)-(5.8). Zmienna b stanowi trzeci parametr tych calek,

majacy sens odwrotnosci temperatury.

Trzecia instrukcja to numeryczne rozwiazanie ww. réwnan wraz z przypisaniem

rozwigzan do zmiennych A, pu. Przypomnijmy, ze temperatura 7' jest tu zadana.

Na koncu nastepuje podzielone na kilka etapow obliczanie gestosci energii wewnetrznej
ze wzoru (5.13). Tu réwniez postugujemy sie ,metoda asymptotyczna’ wprowadzona

w podrozdziale 5.1.3.
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Przypadek T'=T,

int5[t_ ?NumericQ, m_?NumericQ]:=
NIntegrate[1 — k2Tanh [ (k2+ T -m)/(2t)]/ (k2 +T -m),
{k,0, k./ 2}, AccuracyGoal - 5, MaxRecursion - 20, GaussPoints - 18] ;

int6[t_ ?NumericQ, m_?NumericQ]:=
NIntegrate [(1 — Tanh [ (k2 +T'-m)/ (2t)]) k2,
{k,0, k./2}, AccuracyGoal - 5, MaxRecursion - 20, GaussPoints — 18] ;

{Tzaﬂ'z} =
{t,m}/.FindRoot [{1/2(o7/a) == int5[t,m], 2n2n == int6[t,m]}, {¢, tmin, tmax},
{m, mmin, mmax}, MaxIterations - 500, AccuracyGoal — 4];

€ = NIntegrate [k* (1 - Tanh [(k2+ T - p,) / (2T3)]),
{k,0,30kr},
AccuracyGoal - 4, MaxRecursion - 15, WorkingPrecision - 50, GaussPoints — 18];

€/=2m?,
e+=-2n2n?/ (k.- om/a);

Tym razem do rozwiazania sa rownania (5.9)-(5.10), ktorych rozwiazaniem jest para
T,, j,. Dlatego zamiast zmiennej d w definicjach catek int5 i int6 w liscie parametrow
wystepuje zmienna ¢, majaca sens temperatury zaniku korelacji.

W trzeciej instrukcji, analogicznie jak poprzednio, w celu rozwigzania ww. rownan
wykorzystywana jest komenda FindRoot wraz z przypisaniem znalezionych przez nig
rozwigzan do zmiennych o nazwach T, i pu,.

Znacznemu uproszczeniu ulega natomiast procedura obliczania gestosci energii
wewnetrznej (wzor (5.14)). W szczegolnosci, dzigki temu, ze znika szczelina energety-
czna, zeruje sie rozwiniecie asymptotyczne (5.16).

Funkcja w(k) (5.15) jest rzecz jasna dodatnia, dlatego $cislej rzecz biorac, powinniSmy
poprawié¢ nasze rozwiniecie asymptotyczne. Mozna jednak pokazaé (dowod pomijamy), ze
_ k24T —p, )

T,

jego wyraz wiodacy jest proporcjonalny do: k=2 exp( . Mozemy je wiec zanied-

baé.

Przypadek 7' > T,

int7[m_?NumericQ,b_?NumericQ]:=
NIntegrate [k2 (1 - Tanh [b (k2 + T -m)/2]),

91



{k,0, k./ 2} , AccuracyGoal - 5, MaxRecursion - 20, GaussPoints - 12] ;

p =m/.FindRoot [272n == int7[m, 1/T],
{m, mmin, mmax}, MaxIterations - 500, AccuracyGoal — 4];

€ = NIntegrate [k* (1 - Tanh [ (k2 +T - p)/ (27))),
{k,0,30kr},
AccuracyGoal - 4, MaxRecursion - 15, WorkingPrecision - 50, GaussPoints — 18];

€/=2m?;
e+=-2n2n?/ (k.- om/a);

Ostatni przypadek jest rownoczesnie najprostszy.

Najpierw nastepuje definicja calki pojawiajacej sie po prawej stronie rownania (5.11).
Catka ta ma tylko jeden parametr m, majacy sens potencjalu chemicznego.

Nastepnie wspomniane réwnanie jest rozwigzywane za pomoca komendy FindRoot,
tym razem w wersji jednowymiarowe;.

Na koniec obliczana jest gestos¢ energii wewnetrznej. Nastepuje to w identyczny
sposob jak w przypadku T =T.,.
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2.2
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5.7

2.8

2.9

Diagram fazowy rozrzedzonej materii fermionowej. . . . . . .. ... ... ..

Fragment wykresu funkcji w(k) obliczonej numerycznie dla ww.
parametrow wejsciowych. Juz dla k£ rzedu kilkunastu kp zauwazalny staje
sie szum numeryczny, ktory w miare narastania uniemozliwia numeryczne
catkowanie tej funkcji. . . . . ... Lo
Fragment wykresu funkeji (5.16), stanowiacej asymptotyczna postac funkcji
w(k). Parametry wejSciowe oraz zakresy obu osi sa identyczne jak poprzed-
nio. Mozna zauwazy¢, ze przebieg krzywej wykresu odpowiada temu z lewe;j
czesci Rys. 5.1, wolnej od szumu numerycznego. Samo zjawisko szumu na
powyzszym wykresie nie pojawia Si€. . . . ... ...
Ay w funkcji pedu obciecia. W granicy duzych k. warto$¢ szczeliny ener-
getycznej w temperaturze 1" = 0 stabilizuje sie na poziomie ok. 1,333 Ep. .
erraro W funkcji pedu obciecia. W granicy duzych k. wartosé gestosci
energii w temperaturze 1" = 0 stabilizuje sie na poziomie ok. —3,875epgrp. .
Widmo energii jednokwaziczastkowych. Dla przejrzystosci wykreslono je
w funkcji Ty, (k) := k2, tj. energii kinetycznej. Linia przerywana, przerzu-
cona przez ,szczeling” oddzielajaca os odcietych od krzywej wykresu ma
dhugos¢ A. Stad wlasnie bierze sie nazwa tej ostatniej wielkosci — szczelina
ENETJetYCINa. . . . . . . .o e e
Rozklad prawdopodobienstwa obsadzenn stanéw jednoczastkowej bazy pe-
dowej w stanie podstawowym uktadu. Jak widaé¢, istnienie korelacji
prowadzi do obsadzenia stané6w powyzej poziomu Fermiego. . . ... .. ..
Szczelina energetyczna w funkcji temperatury. Taki ksztalt krzywej A(T)
wystepuje rowniez w prostym modelu Goodmana [14], a takze w teorii BCS
(por. Rys. 51.1 w |22]). Ten i kolejne wykresy wskazuja, ze zanik korelacji
ma charakter przejécia fazowego. . . . . . . ... Lo oL
Potencjal chemiczny w funkcji temperatury. Funkcja p(7') ma nieciggla
pochodng w punkcie 7' = T,. Oznacza to (Por. podrozdzial 2.1 w [29]), iz
mamy tu do czynienia z przejsciem fazowym pierwszego rodzaju. Zwroémy
uwage, ze potencjal chemiczny zmienia znak na ujemny w dostatecznie
duzej, wyzszej od T, temperaturze. . . . . . . . . ... ... ... ...
Gesto$¢ energii wewnetrznej w funkcji temperatury. Rowniez funkcja
errar(1’) ma w punkcie T = T, nieciagla pochodng. Dla T > T, gestosc¢
energii narasta w przyblizeniu liniowo z temperatura. . . ... ... ... ..
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0.11

5.12

0.13

5.14
5.15

5.16
0.17

Cieplo wlasciwe w stalej V na czastke rozrzedzonego gazu Fermiego
w granicy unitarnej w funkcji temperatury. Funkcja ta ma niecigglosé
W =T, . e
Wykres funkcji h. Jako ze przyjelismy kp = 1, zaré6wno argumenty, jak
i wartosci tej funkcji sa bezwymiarowe. Naniesiono réowniez linie przery-
wang o rownaniu: u/T = p,/T.. Na lewo od niej znajduje sie zatem faza
normalna gazu. . . . . . ...
Wykres funkcji A’. Tu réwniez naniesiono linie przerywana o réwnaniu:
w/T = p,/T,, rozgraniczajaca dwie fazy gazu. . . . . ... ... ... .. ...
Szczelina energetyczna w stanie podstawowym w funkcji (krpa)='. Naras-
tajaca w strone rezimu BEC warto$¢ Ay jest konsekwencja rosnacej sity
oddzialywania miedzyfermionowego. . . ... ... ... .. ... ... ... .
Temperatura zaniku korelacji w funkcji (kpa)~! (objasnienia ponizej). . . .
Stosunek Ay do T, w funkcji (krpa)~!. Przerywang liniag w lewym gérnym
rogu wykresu nakreslono fragment prostej o rownaniu Ag/T, = we™7. Jak
wida¢, w granicy 1/a - —oo wynik uzyskany metoda FTHFB przechodzi w
ten znany z teorii BCS. Z kolei w granicy unitarnej: Ag/T, ~1,38. . . . ..
Potencjal chemiczny przy T =0 oraz przy T =T, w funkcji (k;Fa) L

Gestosé energii wewnetrznej przy T =0 oraz przy T =T, w funkcji (kpa) L
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Przykladowy zestaw wynikow uzyskany podczas badania ich zaleznosci od
n, shuszny dla wszystkich rozwazanych wartosci koncentracji. . . . ... ..
Podstawowe wielkoéci charakteryzujace gaz Fermiego w granicy unitarnej
w przyblizeniu FTHFB. . . .. ... ... ... .. . .. .. . ... . ... ...
Poréwnanie wartosci trzech wynikajacych z przyblizenia FTHFB wielkosci
odnoszacych sie do gazu w granicy unitarnej z przewidywaniami doktad-
niejszych modeli opartych na QMC. . ... ... ... ... 0oL,
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