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Streszczenie

Celem pracy byto zbadanie oddziatywania wirow kwantch w nadciektym ukfadzie
fermionowym, rozwaanym w reimie unitarnym. Taki uktad jest opisywany
zmodyfikowanym rownaniem Grossa-Pitajewskiego, &twstato wykorzystane do oblicze
Numerycznie zasymulowano zderzenie dwéch wirébwzmyoh konfiguracjach wzajemnych.
Zostatlo zbadane zjawisko rekoneksji, ktére jestckxiwve dla zrozumienia turbulencji

kwantowej.

Wygenerowano padany profil gstasci par fermionéw w putapce o potencjale
Woodsa-Saxona. Opracowano metgénerowania stanéw z wirami o danych konfigurdctjac
wzajemnych. Wykorzystuje ona procedury nadruku famz ewolugi w czasie urojonym.
W dalszej kolejnéci zasymulowano zderzenie wirdw, wykorzystujewolucg w czasie
rzeczywistym. Wyniki zostaly przeanalizowane i p@szono wysipienie zjawiska
rekoneksji. Zaobserwowano rownigowstawanie fononoéw w jej wyniku. Opracowano
metod dyskryminacji fononowego wkiadu do energii uktaddy potwierdzé poprawneéc
symulacji, przeprowadzono testy zmmesci.

Programy uayte do symulacji numerycznych napisano dla architgkNvidia CUDA
C/C++. Pozwala ona na niezwykle efektywne wykorayst mocy obliczeniowej procesoréw
graficznych, ktore g szczegolnie wydajne w obliczeniach takich jak &aylransformata

Fouriera, co zadecydowato o wyborze takiej impletagin

Stowa kluczowe:

Unitarny gaz Fermiego, rbwnanie Grossa-Pitajewskiegiry kwantowe, ewolucja w czasie

rzeczywistym, ewolucja w czasie urojonym, hydroatykea kwantowa

(podpis opiekuna naukowego) (podpis dyplomanta)



Abstract

The aim of the thesis was to investigate the qumanttortices interaction in
a superfluid fermionic system considered in thdargiregime. Such system is described by
the modified Gross-Pitaevskii equation, which ha&erb employed for the investigation.
A collision of two vortices of varying relative chgurations has been simulated numerically.
The reconnection phenomenon, essential for unawlisig the quantum turbulence, has been

examined.

A desired density profile of fermionic dimers intrap with Woods-Saxon trapping
potential has been obtained. A method for geneyattates with vortices of given relative
configurations has been developed. It employs thequlures of phase imprint and imaginary
time evolution. The next step was to simulate thkiston by means of real time evolution.
The results have been analysed and occurrenceeafettonnection phenomenon has been
confirmed. Also, a creation of phonons caused kg hconnection has been observed.
A method for discriminating the phonon contributitmthe energy of the system has been
implemented. In order to prove the correctnesshefdimulations, convergence tests have

been conducted.

Programs used for performing the simulations haenbwritten for the Nvidia CUDA
C/C++ architecture, which is able to make extrenedfgctive use of GPU computing power.
GPUs are particularly efficient at calculating flast Fourier transform, which justifies that

choice of implementation.

Keywords:

Unitary Fermi gas, Gross-Pitaevskii equation, quant vortices, real time evolution,

imaginary time evolution, quantum hydrodynamics
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Rozdziat 1

Wstep

Gazy kwantowe sg z powodzeniem wykorzystywane jako modele wielu uktadéw o nie-
bagatelnym znaczeniu w fizyce, takich jak m. in. jadra atomowe czy gwiazdy neu-

tronowe.

Przez ultrazimne gazy fermionowe rozumie sie bardzo rozrzedzone gazy ato-
méw (o spinie potéwkowym) zamkniete w potencjale zewnetrznym i schtodzone do
temperatury zblizonej do zera bezwzglednego. Zaleta takich uktadéw jest mozliwos¢
kontrolowania szeregu parametréow, takich jak: temperatura, gestos¢, rodzaj ato-
moéw (bozony, fermiony), polaryzacja, ksztatt potencjatu wiazacego, wymiarowos¢,
a przede wszyskim oddzialywania miedzy atomami (poprzez tak zwane rezonanse
Feshbacha [1]).

Bogactwo zjawisk kwantowo-mechanicznych wystepujacych w gazach ato-
mowych czynig je narzedziami niezastapionymi w testowaniu mechaniki kwantowe;j.
Jednym z takich zjawisk jest turbulencja kwantowa - turbulentny przeptyw ,ptynu”
kwantowego - ktéra zostala pierwszy raz zasugerowana przez Richarda Feynmana
w roku 1955 [2]. Jest ona mozliwa przez skwantowane linie wirowe (analogia do tur-
bulencji w rozumieniu klasycznym). W ostatnich latach wiry kwantowe staly zywym

polem badan, zaréwno teoretycznych, jak i eksperymentalnych.

Celem pracy byto numeryczne zbadanie dynamiki wiréw kwantowych w nad-
ciektym uktadzie fermionowym. Rozpatrywano gaz Fermiego w tak zwanej granicy
unitarnej, ktora lezy na skrzyzowaniu teorii nadprzewodnictwa BCS (Bardeen, Co-
oper, Schrieffer) i kondensacji Bosego-Einteina - BEC. Wielka zaleta takiego uktadu
jest uniwersalno$é (patrz rozdziat 2.2). Rozwazano dynamike réznych poczatkowych
konfiguracji wirow.

Unitarny gaz Fermiego jest opisywany zmodyfikowanym rownaniem Grossa-
Pitajewskiego, ktore ma posta¢ réwnania Schrédingera z nieliniowym cztonem od-
dziatywania. Wychodzac z teorii funkcjonatu gestosci energii [3], hamiltonian Grossa-

Pitajewskiego moze by¢ wykorzystany do skonstruowania operatoréw ewolucji w cza-

T




sie rzeczywistym i urojonym. Operatory te podlegaja rozkladowi na cze$¢ poten-
cjalna i kinetyczna [4]. Ze wzgledu to, ze jedna z czesci ma diagonalng reprezen-
tacje w przestrzeni potozen, a inna w przestrzeni pedow, kluczowe znaczenie dla
efektywnosci stosowania tych operatoréw ma sprawne przechodzenie miedzy tymi
przestrzeniami. GPU (procesory graficzne) okazuja sie znacznie lepsze w obliczaniu
transformaty Fouriera od CPU i dlatego implementacja zostata dokonana pod archi-
tektura Nvidia CUDA C/C++. Jako punkt wyjscia wykorzystano gotowa biblioteke
cuGPE [5].

Stan z wirami byt generowany za pomoca specjalnej operacji na funkcji fa-
lowej. Nosi ona nazwe nadruku fazy i polega na ,wdrukowaniu” na nig charaktery-
stycznej fazy [6] definiujacej wir, ktora cechuje sie nieciggtoscia. Tylko w przypadku

takiej fazy mozliwy jest przeptyw wirowy (patrz rozdzialt 2.3).

o




Rozdziat 2

Podstawy teoretyczne

2.1 Bozonowe réwnanie Grossa-Pitajewskiego

Bedziemy rozwazali kondensat Bosego-Einsteina z uwzglednieniem oddziatywan [1].

Zaktadamy oddzialywanie kontaktowe postaci

—

U0(5 (F - T/) s

gdzie Uy jest stala, zas 7 i ' polozeniami oddziatujacych atoméw. W stanie skon-
densowanym wszystkie bozony sa w tym samym (znormalizowanym) stanie jedno-
czastkowym ¢(7), za$ kolektywna funkcje falowg uktadu N bozonéw mozna zapisaé

jako
N
\I/(fl,FQ,...7T7V) = Hgﬁ(fz)
i=1

Hamiltonian jest postaci

=3 2 ()| ¢ 025 7) 2.)

i L2m i<y

gdzie V., (7) jest potencjatem zewnetrznym. Warto$é oczekiwana hamiltonianu wy-

raza sie wzorem

N

=N [ a2 9o v o + o).

W cztonie oddziatywania N(N —1)/2 jest liczba sposobéw, na jakie mozna dobraé
N bozonéw w pary. Liczba ta jest mnozona przez energie oddziatywania dwoch

bozonow.

Energia oddzialywania na jednostke objetosci, przy zatozeniu, ze N > 1,

R




moze by¢ przyblizona
N(N-1)

Ein =
¢ 2V

1
UO N EVTLQU(),

gdzie n=N/V.

Definiujemy funkcje falowg kondensatu jako
W(F) = VNG(F). (2.2)
Woéwcezas gestosé wyraza sie wzorem
() = [(r)P,

a energia uktadu moze by¢ zapisana jako funkcjonal tejze gestosci (przy zalozeniu,
ze N > 1)

Bw) = [ a7 (10 [0 Ve P BOP + STl

Dla wyznaczenia funkcji falowej nalezy zminimalizowaé¢ funkcjonat gestosci
energii, traktujac ¢ i ¥* jako niezalezne zmienne oraz przy warunku statej liczby

czastek. Mozna to zapisa¢ jako
OFE —nuoN =0,

gdzie potencjat chemiczny p jest mnoznikiem Lagrange’a, ktory bierze si¢ z warun-

kowosci ekstremum. Wynikiem jest

= D) + Ve (7 07) + Do [P (7) = () (2.3)

Jest to tak zwane bozonowe réwnanie Grossa-Pitajewskiego. Wyprowadze-
nie tego rownania przedstawiono w dodatku A.

Dla jednorodnego gazu Bosego, rownanie 2.3 sprowadza sie do prostego,
liniowego zwiazku miedzy potencjatem chemicznym a gestoscig i wielkoscia oddzia-
tywania

w=Upn. (2.4)

2.1.1 Przyblizenie Thomasa-Fermiego

Przyblizenie Thomasa-Fermiego [1] polega na zaniedbaniu cztonu kinetycznego w row-

naniu 2.3. Otrzymuje sie wtedy
[Veat (7) + Uon(7) (7)) = pa (7)),

o




co pozwala na tatwe wyznaczenie profilu gestosci

?

*V;zzt('f:) =
n(F) = HU—O gdy p>V(7)
0 gdy pu <V (7)

oraz brzegu chmury

ILL = Vvea:t(,'_;)

W poblizu brzegu chmury funkcja falowa kondensatu szybko zmienia sie
w przestrzeni i pomijanie cztonu kinetycznego przestaje by¢ uzasadnione, ze wzgledu
na wystepujacy w nim laplasjan. Z tego powodu zawodzi tam przyblizenie Thomasa-

Fermiego.

2.1.2 Dtugosé koherencji

Rozwazamy zagadnienie jednowymiarowe ¢ (7) = ¥(x), z narzuconym warunkiem
brzegowym ¢(0) = 0 [1]. Charakterystyczna skala dtugosci, opisujaca wzrost funkcji
falowej od zera do swojej ,,docelowej” wartosci g, nosi nazwe dtugosci koherencji

.. Czton kinetyczny hamiltonianu 2.1 jest rzedu

A2
2me2’

Wktady do energii pochodza od cztonu kinetycznego i od czlonu oddziatywania.
Czlon oddzialywania jest rzedu nU,. Dtugosé¢ koherencji mozna wyznaczy¢ jako-

sciowo, przyréownujac oba te wklady do siebie. Wynika stad

B2
&= :
2mnU,
Sposéb osiggania wartosci docelowej przez funkcje falowa moze by¢ wyzna-
czony ilo$ciowo z rownania 2.3. Przy zalozeniu, ze V., (x) = 0 dla = > 0!, mozna
zapisac

h? dy(x) 20(z) =
o U [b(@) ¥ (x) = i (x).

7 dala od brzegu gaz jest w przyblizeniu jednorodny i stosuje sie wzor 2.4, ktory

przybiera postaé u = Up|tg|?, co daje

B2 ()

2m  dz?

~Us [[ol? - [(2) ] ¥ ().

Dla rzeczywistej 1, z warunkami brzegowymi ¢ (0) = 0 oraz ¥ (o0) = 1)y, rozwigza-

10raz, dla zgodnoéci z narzuconym warunkiem brzegowym, ze V. (z) = oo dla z < 0.

e




niem analitycznym jest

Y(x) =1 tanh (\/_ch) .

Otrzymany wynik jest zgodny z rozwazaniami jakosciowymi.

2.2 0Od unitarnego gazu Fermiego do zmodyfiko-

wanego rownania Grossa-Pitajewskiego

Unitarny gazem Fermiego nazywamy silnie skorelowany uktad fermionéw w tzw.
granicy unitarnej. Fermiony oddziatuja na tyle silnie, ze sg na granicy zwigzania.
Jest to motywacja do wprowadzenia jednej funkcji falowej 1(7), ktora opisuje taki
uktad dimeréw fermionowych (gestosé fermionéw wynosi n = 2|1 (7)|?) i zastosowania
do niej teorii bozonowe;j.

W przypadku rozrzedzonych gazéw, ze wzgledu na niewielka energie ruchu
wzglednego czastek, rozpraszanie pomiedzy nimi zachodzi najefektywniej dla catko-
witego momentu pedu pary rownego zeru (fala s). Dlatego oddziatywanie pomiedzy
czastkami jest praktycznie wyznaczone tylko przez rozpraszanie w kanale L =0 [7].
Zasieg efektywny r. i dtugos¢ rozpraszania a, definiuje sie jako wspotczynniki roz-
winiecia w szereg potegowy wyrazenia

1 r.k?

kcot Oy = —+

s

+O(k*),

gdzie J;, jest przesunieciem fazowym dla wektora falowego k2. Granica unitarna jest
zdefiniowana jako

r. < kit < ag,

gdzie kp jest wektorem falowym Fermiego, ktory jest zwiazany z energia Fermiego

€r
B2k

€Ep =

2m
Dtugosé¢ rozpraszania jest znacznie wieksza od kazdej wystepujacej w uktadzie skali
dtugosci. Rozwazajac bezwymiarowy parametr (krag)~! mozna wykreslié | diagram
fazowy” (patrz rysunek 2.1). Granica unitarna odpowiada wartosci 0. Dodatnie war-
tosci odpowiadaja bozonom (opisywanym przez teorie BEC - Bose-Einstein Conden-
sation), za$ ujemne - fermionom (opisywanym przez teorie BCS - Bardeen-Cooper-
Schrieffer).

Uniwersalnos¢ unitarnego gazu Fermiego polega na tym, ze jego termody-

namike mozna opisa¢ postugujac sie jednym bezwymiarowym parametrem, zwanym

2Patrz metoda fal parcjalnych w [8].

e




parametrem Bertscha & ~ 0,37. Energia unitarnego gazu Fermiego jest réwna ener-
gii zwyktego, jednorodnego gazu Fermiego, pomnozonej przez parametr Bertscha.
Zatem do jego opisu moze postuzy¢ rownanie 2.3 z modyfikacjami, ktére wynikajg
z innego funkcjonatu gestosci energii oraz z tego, ze funkcja falowa opisuje pary

fermionéw. Hamiltonian jest postaci [9]

36(71)
on

h?
Hype = —4—V + 2V (7) +2 (2.5)

gdzie €(n) jest gestoscia energii liczona dla jednorodnego gazu Fermiego o gestosci

n, pomnozong przez parametr Bertscha

o) = - (€ern) = o[22 (3won) n ] = 0 (3mom)

m

Rownanie postaci

Hypap(7) = pp(7) (2.6)

nosi nazwe zmodyfikowanego réwnania Grossa-Pitajewskiego.

0.6

Unbound
fermions
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Fermi ‘,)&
liquid Q) e :
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Umtar\ty
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<«— BCS 1/Cksag) BEC—>

Attraction—>

Rysunek 2.1: Skrzyzowanie BEC i BCS, obraz z [10]

2.3 Hydrodynamika wiréw kwantowych

Rozwazamy zalezna od czasu wersje réwnania 2.6 [1]

87,0(7“ t)

By = Hyrcp(7,1).




W stanie stacjonarnym, funkcja falowa kondensatu (7, t) ewoluuje jak exp(—iut/h).
Mozna si¢ o tym przekona¢ przez bezposrednie wstawienie hamiltonianu 2.5 do row-

nania.
Roéwnanie ciggtosci ma postaé

7 2
WEOE

h o .y _
'4m¢(¢ Vip = 1pVip*) =0,

an
ot

gdzie gestosé pradu prawdopodobienstwa fermionow

+V-j=0,

G2 (e - gve).

2mse

Z relacji 7 = no wynika, ze predkosé fermionéw wynosi

A e A
dmi PP

- ]
V===
n

Zakladajac funkcje falowg postaci ¢ = fei?, gdzie f, ¢ € R, latwo wyprowa-
dzi¢ zwarty wzor na predkosé
. h Vo
v=—Vo.
2m

Przeptyw okazuje sie bezwirowy, jesli faza ¢ nie jest osobliwa ani nieciggta

h
Vxt=—VxVep=0.
2m

Funkcja falowa powinna mie¢ wtasnos¢ jednoznacznej okreslonosci, a zatem
zmiana fazy liczona po zamknietym konturze powinna by¢ catowity wielokrotnoscia
2m

M):jﬁvd)-cﬁ:znq,

gdzie q € Z. Krazenie pola predkosci po zamknietym konturze okazuje sie skwanto-

. A L
F=5I§*-dl=§1§— = 9.
v 2mv¢ 2mq (27)

Jako przyktad, mozna rozwazy¢ przeptyw azymutalny w putapce o symetrii

wane

cylindrycznej. Jednoznacznie okreslong funkcjg falowa jest €%, gdzie ¢ jest katem
azymutalnym. Wtedy z réwnania 2.7 wynika, ze predkos¢ transwersalna musi wy-
nosic
h
Vp = mfb

gdzie p jest odlegloscia od osi symetrii putapki. Krazenie wynosi gh/2m jesli kontur

'




obejmuje os$ i 0 w przeciwnym wypadku. Jesli ¢ # 0, funkcja falowa musi znika¢ na
osi, aby predkos¢ nie byta nieskonczona. Liczba ¢ jest nazywana tadunkiem topolo-
gicznym wiru.

Niech funkcja falowa zapisana we wspotrzednych cylindrycznych wyraza sie
nastepujaco

U(F) = f(p, 2)e"?,

gdzie f € R. Rozwazajac wir w osrodku jednorodnym, wprowadzamy zmienne bez-
wymiarowe: x = f/fo, gdzie fo jest amplituda funkcji falowej z dala od wiru oraz
x = pl&., gdzie & jest dlugoscia koherencji (patrz rozdzial 2.1.2), ktéra dla unitar-

nego gazu Fermiego wyraza si¢ wzorem

1

i€ = £(37%n)s.

Okazuje si¢ [1], ze zaleznosé x(z) moze by¢ przyblizona

X

x(z) ~ N

Energia wiru [1] jest wprost proporcjonalna do jego dtugosci oraz do ge-

stosci fermionow. Jest wprost proporcjonalna do wartoséci tadunku topologicznego

w potedze 2.

2.4 Wybrane aspekty teoretyczne zjawiska reko-

neksji

Zjawisko rekoneksji dwoch wiréw polega na gwaltownej zmianie topologii uktadu.
Jezeli wiry, na przyktad prostopadie, zbliza si¢ do siebie w jakims punkcie, to méwiac
obrazowo, moga sie przerwa¢ w tym punkcie i potaczy¢ jeden do drugiego. Zjawisko

zobrazowano na rysunku 2.2.

Rysunek 2.2: Rekoneksja wirow kwantowych, od lewej: przed, w trakcie, po
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Warto zastanowi¢ sie nad tym zjawiskiem z punktu widzenia zasady za-
chowania energii. Geometrycznie, sg dwie mozliwosci: po rekoneksji taczna dhugosé
wiréw moze by¢ mniejsza lub wicksza niz przed. Pierwsza mozliwos$¢ jest jednak
niefizyczna - zwiekszenie dtugosci wymagatoby zwiekszenia energii, gdyz energia
wiru jest proporcjonalna do jego dtugosci. W drugim przypadku wiry po rekoneksji
maja mniejsza energie, niz przed. Brakujaca energia objawia si¢ powstaniem wzbu-
dzen o charakterze fononowym. Manifestujg sie one fluktuacjami gestosci uktadu.
Analiza fononowego wktadu do energii byla réwniez przedmiotem tej pracy (patrz
rozdzial 4.5).

W ogolnosci, energia uktadu z wirami i fononami nie musi sie separowac
na sktadowa pochodzacag od wiru i od fononu. Istnieje réwniez czlon sprzegajacy
te sktadowe, odpowiedzialny za oddzialywanie. Jesli zapiszemy roéwnanie na energie

catkowity F,,; w postaci
Etot = E’uortez + Ephonon + Evfpu

gdzie Eyortez 1 Ephonon to energia odpowiednio wiru i fononu, za$ FE,_, jest czlo-
nem oddzialywania, to przez wklad fononowy (mierzony w ramach niniejszej pracy)

nalezy rozumie¢
Etot - Evortez = Liphonon T Ev—p' (28>

Jest to energia uktadu bez fononow.
Przestanka, ktora przemawia za niemozliwosciag dokonania takiej separacji

jest dzialanie operatora energii kinetycznej na funkcje falowg postaci ¢ = fe'®, gdzie
A peR.

T o V21) = V2 (fei‘b) =V- (eri"j + z'V(bfew) = V2fe + 2iV Vo fel® — V2pfel.

Pierwszy czlon moze byé¢ utozsamiony z energia fononu (zmiany gestosci f), trzeci
czton z energia wiru (zmiany fazy ¢), zas drugi czton jest cztonem mieszanym.
Swiadczy on o wystepowaniu sprzezenia (oddziatywania) wir-fonon i przemawia za
niemozliwoscig separacji energii na sktadowsg czysto wirowsg i sktadowsg czysto fono-

Nnowa.
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Rozdziat 3

Zastosowane metody i narzedzia

3.1 Ewolucja w czasie rzeczywistym

Ewolucja w czasie rzeczywistym jest numeryczng metoda stuzaca do obliczania ewo-
lucji funkcji falowej w czasie. Sedno metody polega na dziataniu na funkcje falows
operatorem ewolucji U = e X\ > 0 [4]. Taka procedura prowadzi do zbiegania
ewoluowanej funkcji do funkcji wtasnej hamiltonianu H.

7 zaleznego od czasu réwnania Schrodingera

SOV

s = HU(D)

widaé, ze w granicy At — 0 zachodzi

b(F,t+ At) = exp (—%Hm) W(7,1).
Operator ewolucji '
Ureal = €Xp (—%HAt) (3.1)
ma dwie cenne wtasnosci:
1. Unitarnosé¢, dzigki ktorej podczas ewolucji zachowana jest norma funkceji falo-
wej;
2. Gwarantuje zachowanie energii z iteracji na iteracje.
Procedura iteracyjna polega zatem na wielokrotnym dziataniu operatorem

ewolucji 3.1 na funkcje falowa.
W hamiltonianie 2.5 mozna wyrdzni¢ czton kinetyczny
A2

T2y
4mv’

N




oraz potencjalny
Oe(n)
on

W ogdlnoéci rozktad operatora ewolucji e=MT*V) na czynniki jest postaci

V=2V (7) +2

M
o NT+V) _ H @V obAT
i=0

gdzie a; i b; sa dodatnimi wspotezynnikami zaleznymi od rzedu rozktadu. W oblicze-
niach postugiwano si¢ rozktadem na czynniki z doktadnoscia do wyrazéw drugiego

rzedu w A
e MT+V) _ o=3AT o=AV 32T | O(\?). (32)

7, uwagi na to, ze operator 1" jest diagonalny w przestrzeni pedéw, a opera-
tor V' w przestrzeni potozen, opisany wyzej rozktad jest bardzo korzystny numerycz-
nie. Pozwala na bezposrednie stosowanie obu operatorow na funkcje falowa, jedynie
kosztem wykonywania prostej transformacji Fouriera (aby przejsé z przestrzeni po-
lozen do przestrzeni pedéw i dziataé operatorem T') oraz odwrotnej (aby wrécié¢ do
przestrzeni potozen i dziataé¢ operatorem V).

Procedura iteracyjna dziatania operatorem ewolucji 3.1 wyglada nastepu-

jaco.
1. Transformacja Fouriera (7|¢)) — <l;;|@/))
2. Dziatanie operatorem e 3T,
3. Odwrotna transformacja Fouriera (E’WJ) = (7).
4. Dzialanie operatorem e V.
5. Transformacja Fouriera (7|¢)) - (l%hb)
6. Dzialanie operatorem e A1,
7. Iteracyjne powtarzanie krokéw 3. - 6.
8. Odwrotna transformacja Fouriera (EWJ) = (7).
9. Dziatanie operatorem e V.
10. Transformacja Fouriera (7)) — <l%|¢)
AT

11. Dgzialanie operatorem e 27" .

12. Odwrotna transformacja Fouriera (lﬂw) = (7).

"Wykorzystano tutaj fakt, ze [T,T] = 0 i sklejono dwa wystepujace bezpoérednio po sobie

1 _
operatory e AT AT

»

w jeden operator e




3.2 Ewolucja w czasie urojonym

Ewolucja w czasie urojonym stuzy do znajdowania funkcji falowej stanu podstawo-
wego. Jej idea jest bardzo podobna do ewolucji w czasie rzeczywistym. Skupimy sie
tutaj na réznicach.

W przypadku ewolucji w czasie urojonym operator ewolucji przybiera inng

posta¢ w wyniku zastgpienia At przez —iAT
1
Uimag = €Xp (—EHAT) ) (3.3)

W zwigzku z tym tracona jest wlasnos¢ unitarnosci. Funkcja falowa w czasie urojo-
nym jest gasnaca (a nie jak w przypadku czasu rzeczywistego - oscylujaca). Z tego
powodu musi by¢ ona normalizowana po kazdym kroku.

Intuicyjne uzasadnienie faktu, ze iteracyjne stosowanie ewolucji w czasie
urojonym do dowolnej funkcji prowadzi do otrzymania funkcji falowej stanu podsta-
wowego jest nastepujace. W kazdym kroku (przed normalizacja) wktady od stanéw
o roznych energiach wygaszane sa tym szybciej, im wyzsza energia stanu. Dzigki
normalizacji, z iteracji na iteracje, wktad funkcji falowej stanu o najnizszej energii
jest coraz wyzszy. Dlatego ewoluowana funkcja zbiega do funkcji falowej stanu pod-
stawowego, a energia w funkcji czasu urojonego 7 dazy eksponencjalnie do energii
tego stanu.

Procedura iteracyjna w przypadku czasu urojonego jest zatem nieco bardziej

skomplikowana.
1. Arbitralny wybor funkcji, od ktorej rozpoczyna sie ewolucja.

2. Dgziatanie operatorem ewolucji 3.3 na funkcje falows, analogicznie jak w przy-

padku czasu rzeczywistego.
3. Normalizacja.

4. Wielokrotne powtarzanie krokéw 1. i 2. az do osiggniecia satysfakcjonujace;j
zbieznodci (np. wzgledna zmiana energii z iteracji na iteracje mniejsza od usta-

lonej liczby).

3.3 Nadruk fazy

Nadruk fazy jest procedura dziatajaca na funkcji falowej [6]. Niech funkcja falowa
bedzie postaci
b(F) = f(F)e?,

R




gdzie f,¢ € R. Nadruk fazy polega na zastapieniu obecnej fazy funkcji falowej ¢(7)

pozadang fazg ¢uarget(7) na calej sieci przestrzenne;j

W(7) = f(7)e?T) - f(7)eiPtaraet(T),

3.3.1 Generowanie wirow

Pozadana faza funkcji falowej ¢yq,4e (7)) moze w szczegélnosci odpowiadaé fazie funk-
cji falowej stanu z wirem (patrz rozdzial 2.3). Aby otrzymaé stan z wirem, o naj-
nizszej energii, mozna wykonywa¢ nadruk takiej fazy podczas kazdej iteracji czasu
urojonego?.

Faza odpowiadajaca wirowi w z =0, y = 0 jest postaci

¢target(f) = atan2(y, l'),

gdzie atan2(x,y) jest funkcja, ktéra jednoznacznie zwraca kat z przedziatu [0, 27,
jaki tworzy wektor wodzacy punktu (x,y) z dodatnia pétosia x?. Zaktadamy (za [6]),
ze w przypadku stanu z dwoma wirami, faza bedzie suma faz stanéw jednowirowych.
Zatem aby wygenerowaé¢ dwa wiry rownolegte, odlegte o d, nalezy uzy¢ nastepujacej

fazy
d d
Grarget(T) = atan2 (y ~ 5 a:) + atan2 (y + 2 x) , (3.4)

gdzie znak + odpowiada réznym tadunkom topologicznym (patrz rozdziat 2.3). Znak
~+" odpowiada tadunkom jednoimiennym (wiry odpychajace sie, wirowanie w te
same strony), za$ znak ,-” tadunkom réznoimiennym (wiry przyciagajace si¢, wiro-
wanie w r6zne strony). Rozwazamy tadunki réznoimienne (aby zjawisko rekoneksji
mogto zaj$¢, wiry musza zblizy¢ sie do siebie).

Przypusémy, ze wir, ktory jest generowany pierwszym sktadnikiem sumy
z rownania 3.4 ma zosta¢ obrécony o kat 6 wokot osi y. Otrzymamy wtedy uktad
dwéch wiréw, w odlegtosci d od siebie, ustawionych pod katem 6. Do obrotu o kat
6 wokét osi y, zgodnie z ruchem wskazowek zegara, stuzy macierz rotacji R, (6).

W dziataniu na wektor wodzacy daje ona

T xcosf + zsin b
"=R,(0)F=] 0 1 0 ||ly]|= y
z

—-sinf 0 cosf

cos 0 sinf

—xsinf + zcos6

2Jesli wykonano by nadruk fazy tylko raz, po zakonczeniu ewolucji w czasie urojonym, to otrzy-
many stan bylby wzbudzony. Dalsza ewolucja w czasie urojonym (z utrzymywanie fazy odpowia-
dajacej wirowi) jest konieczna, aby wygasi¢ wzbudzenia o charakterze fononowym.

3Przyjmuje sie, ze atan2(0,0) = 0.
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Zatem aby otrzyma¢ taki uktad wiréw, nalezy wdrukowacé faze

d d
Grarget () = atan2 (y ~ 5 x cosf + zsin 6’) — atan2 (y t g x) . (3.5)

3.3.2 Usuwanie fononéow

7 roznych powodow pozadane moze by¢ wygaszenie wzbudzen fononowych. Te po-

wody to m. in.:

= Potrzeba wyznaczenia fononowego wktadu do energii uktadu (patrz rozdzial
2.4);

= Potrzeba czytelnej wizualizacji wirow, ktéra jest utrudniona, gdy fononowe

fluktuacje gestosci sa duze (patrz rozdziat 3.4.3).

Metoda wygaszania wzbudzen fononowych opracowana na potrzeby niniej-
szej pracy wykorzystuje ewolucje w czasie urojonym oraz nadruk fazy. Aby pozbyé
sie fononéw z danego stanu (opisywanego funkcja falowa w danej chwili czasu rze-
czywistego), w kazdym kroku czasu urojonego wdrukowuje sie (za kazdym razem
te sama) faze funkcji falowej tego stanu. Zastosowanie tej procedury nie narusza
uktadu wiréw, a jednoczesnie usuwa wzbudzenia fononowe. Dzieje sie tak z dwdch

powodow.

1. Pole predkosci jest catkowicie zdeterminowane faza funkcji falowej (patrz roz-
dzial 2.3), wiec narzucajac warunek utrzymania stalej fazy zapewnia sie, ze

przeptyw (a zatem i wiry) sie nie zmieni.

2. Fonony sg wzbudzeniami, dlatego zostang wygaszone przez ewolucje w czasie

urojonym.

3.4 Realizacja hardware’owa i software’owa

3.4.1 Architektura CUDA

CUDA opracowana przez firme NVIDIA platforma obliczeniowa i programistyczna
[11]. Umozliwia ona przeksztalcenie kodu w C/C++ tak, aby wykorzystywal on do
obliczen GPU (procesory graficzne) zamiast CPU.

Procesory graficzne okazuja sie wielokrotnie szybsze od CPU w niektorych
zadaniach. Z reguty, sg tym lepsze od CPU, im prostsze obliczenia, dlatego w ostat-
nich latach sg coraz czesciej wykorzystywane tam, gdzie konieczne jest wykonanie
bardzo wielu nieskomplikowanych obliczen. Przyktadem takich nieskomplikowanych

obliczen jest FFT (Fast Fourier Transform - szybka transformata Fouriera), ktora
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jest wykorzystywana do przejscia z przestrzeni potozen do przestrzeni pedéw i od-
wrotnie. Jako ze FF'T jest wykonywana 2 razy w kazdym kroku czasu rzeczywistego
i urojonego, warto uzy¢ do niej GPU. Dlatego FFT, jak rowniez dziatanie obydwoma
sktadowymi operatora ewolucji oraz nadruk fazy w bibliotece cuGPE zaimplemen-
towane sg na GPU [5].

Obliczenia wykonywane byly na klastrze obliczeniowym DWARF, ktéry
znajduje si¢ na Wydziale Fizyki Politechniki Warszawskiej. Jest on wyposazony
m. in. w bardzo nowoczesne i wydajne serwerowe karty graficzne NVIDIA z serii
Tesla K80.

3.4.2 Kod GPE

Oznaczenia jak w rozdziale 2.2. Biblioteka cuGPE [5] stuzy do rozwiazywania bez-

wymiarowych réwnan typu Grossa-Pitajewskiego

Oe(n,t)

V2 + 6V (7,1) + k——2
«(71) on

(- )22 <[

ot 2K ]dj(ﬂ )

efektywnie wykorzystujac przy tym akceleracje GPU. Parametr x moze by¢ réwny
= =1, wtedy funkcja falowa reprezentuje czastki;

= k=2, wtedy funkcja falowe reprezentuje dimery (ten przypadek dotyczy ni-

niejszej pracy).
Parametry « i # okredlajg rodzaj ewolucji
= dla a =1, # =0 wykonywana jest ewolucja w czasie rzeczywistym;
= dla =0, # =1 wykonywana jest ewolucja w czasie urojonym.

Roéwnanie rozwiazywane jest na przestrzennej sieci prostopadtosciennej o wy-
miarach n, xn, xn,. Maksymalny rozmiar sieci (wynikajacy z ograniczonej pamieci)
wynosi 5123. Ze wzgledu na transformate Fouriera narzucone sg periodyczne warunki
brzegowe.

Bezwymiarowos¢ oznacza, ze zatozony jest uktad jednostek naturalnych,
tzn. taki, ze

h=m=Ax=1,

gdzie Ax jest stalg sieci przestrzennej. Masa czastki wynosi 1, a efektywna masa
dimeru 2.
Funkcja falowa reprezentowana jest jako jednowymiarowa tablica struktur

liczb zespolonych psil[], tzn. dany element tablicy jest struktura, ktora okresla
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warto$é czesci rzeczywistej i urojonej funkceji falowej w danym punkcie. Indeksowanie

odbywa si¢ wedtug zasady

2\ — _ 1_% r_ Y 1_& _ : ! ! l
¢(T)—¢($7yaz)—¢($ 2,y 2,2 2)—ps1[z +ny +nn,a'].

Funkcja falowa moze by¢ zapisana do pliku .dat. Plik ten ma rozmiar
NgNyn,-2-8 B,

gdyz w kazdym punkcie sieci dwie liczby podwdjnej precyzji wyrazaja czesé rze-
czywista 1 urojong funkcji falowej. Na przyktad, dla sieci 1283 jedna funkcja falowa
zajmuje 32 MB, a dla sieci 5123 - 2 GB.
Aby wykonywaé obliczenia za pomoca biblioteki cuGPE, nalezy
= zdefiniowaé funkcjonal gestosci energii e(n,t);

= zdefiniowa¢ pochodng funkcjonatu gestosci energii W;

= zdefiniowa¢ potencjal zewnetrzny;

= zbudowaé gtéwny kod programu;

skompilowa¢ biblioteke cuGPE z gtéwnym kodem.

Dla celéw niniejszej pracy konieczne byto rowniez zaimplementowanie funkcji reali-

zujacych nadruk fazy.

3.4.3 Wizualizacja wynikéw

Do wizualizacji wynikow wykorzystywano program Vislt 2.9.2. Jest to narzedzie do
wizualizacji, animacji i analizy duzych zbioréw danych, dostepne na licencji Open
Source, stworzone przez Lawrence Livermore National Laboratory [12].

Funkcja falowa, zapisana w pliku .dat moze by¢ wezytana do Vislta za po-
srednictwem specjalnego pluginu. Dzigki niemu mozliwe jest tez wezytanie sekwencji
wielu funkeji falowych (na przyklad ewolucji uktadu w czasie rzeczywistym) i od-
twarzanie jej wizualizacji jako filmu. Sekwencja taka musi by¢ w postaci scalonego
(skonkatenowanego) pliku z kolejnymi funkcjami falowymi. Plugin ten wymaga po-
dania rozmiaru sieci, liczby klatek (liczby funkeji falowych w pliku) i kroku czasowego
miedzy klatkami.

Do wykredlenia funkcji falowej stosowano wykres typu contour plot wiel-
kosci [¢|? = §. Jak pokazano w rozdziale 2.3, gesto$¢ musi znika¢ na osi wiru, aby
energia kinetyczna byta skonczona. W miare oddalania si¢ od osi, gestos¢ wraca do

niezaburzonej wartosci, a charakterystyczng skalg dtugosci tego powrotu jest dtugosé
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koherencji (patrz rozdzial 2.1.2). Z tego powodu wykres gestosci jest odpowiedni do
wizualizacji wirow kwantowych.

Dla celéw czytelnej wizualizacji pozadany jest widok uktadu z réznych ka-
tow. Aby to uzyska¢, wykreslano dwa wykresy tego samego pliku Zrodtowego i sto-
sowano do nich whudowane w Vislta operatory przesuniecia i obrotu (patrz rysunek
3.1).

Rysunek 3.1: Stosowana wizualizacja gestosci. Widoczne dwa wiry kwantowe. Widok

po lewej jest widokiem po prawej, obréconym o 90°

3.5 Ograniczenia stosowanych metod

Roéwnanie Grossa-Pitajewskiego nie jest rownaniem $cisle opisujacym kondensat
Bosego-Einsteina z oddziatywaniami. Oddziatywanie kontaktowe traktowane jest
w ramach przyblizenia sredniopolowego. Oznacza to, ze bezposrednie oddzialywanie
danej czastki (lub dimeru) z pozostalymi czastkami zastepowane jest oddziatywa-
niem z usrednionym, efektywnym polem uktadu. Z tego powodu nie nalezy oczeki-
waé, ze opis nadciektych uktadéw fermionowych za pomoca tego réwnania bedzie
catkowicie zgodny z rzeczywistoscia. Na podstawie ostatnich prob odtworzenia ob-
serwowanej w eksperymencie dynamiki wiru mozna przypuszczacé, ze model ten nie
opisuje poprawnie bezwtadnosci wiru, wiec skale czasowe zachodzacych zjawisk nie
sa zachowane [13].

Stosowany operator ewolucji 3.2 jest rozwinieciem z doktadnoscia do wy-
razow drugiego rzedu wlacznie. Dlatego wazne jest, aby krok czasu (rzeczywistego
badz urojonego) byl maty. Aby przekonaé sie, czy krok czasowy jest odpowiedni
przeprowadzano testy zbieznosci. Sprawdzano, czy zmiana kroku czasowego (np.

dwukrotne zmniejszenie) wptywa na wyniki. Jesli otrzymano by rézne wyniki dla
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dwdch réznych wartosci kroku czasowego, to oznaczaloby to, ze wieksza wartosé jest
z pewnoscig zbyt duza, a mniejsza musi zosta¢ zweryfikowana poprzez poréwnanie
z wartoscia jeszcze mniejsza. Warto zwroci¢é uwage, ze krok czasowy musi by¢ za-
sadniczo tym mniejszy, im wieksza jest gestos¢. Wynika to stad, ze dla wigkszych
gestosci energia jest wieksza, a zatem wyktadnik eksponensu w operatorach ewolucji
3.11 3.3 tez jest wickszy i nastepuje oddalanie si¢ od punktu rozwiniecia w szereg
potegowy.

Obliczenia wykonywane sa na sieci przestrzennej. Ze wzgledu na skonczona
wielkoS$¢ stalej sieci istnieje pewna maksymalna warto$é¢ pedu, zwana pedem od-
ciecia, ktory moze by¢ na niej modelowany. Wynika to z twierdzenia o probkowa-
niu Whittakera-Nyquista-Kotielnikova-Shannona. Méwi ono, ze sygnal probkowany
z czestotliwodcia fs bedzie odtworzony poprawnie, jesli w jego widmie fourierowskim
nie wystepuja sktadowe o czestotliwosci wyzszej niz % Ttumaczac to twierdzenie na
jezyk dhugosci fali, dochodzi sie do wniosku, ze minimalna dlugosé¢ fali jest dwukrot-
noscig stalej sieci. Na przyktad, probkujac funkcje sin(7wx) w punktach z =0, 1,2, ...
otrzyma sie doktadnie to samo, co dla funkcji sin(27z). Druga funkcja probkowana
jest co okres, wiec nie spetnia zatozen twierdzenia o prébkowaniu. Maksymalna dtu-

gos¢ wektora falowego, ktora determinuje ped odciecia, wynosi

I _27T_27T T
mm_)\mm_QA:z:_Ax_W

Ze wzgledu na stosowanie transformaty Fouriera narzucone sa periodyczne
warunki brzegowe. Naktada to ograniczenia na modelowanie zjawisk zachodzacych
przy brzegu pudta. Aby unikngé¢ probleméw z tym zwigzanych, potencjatl putapki
dobiera si¢ tak, aby gesto$¢ przy brzegu byla pomijalna (patrz rozdzial 4.3).




Rozdziat 4

Otrzymane wyniki

4.1 Procedura postepowania

Procedura postepowania sktada si¢ z nastepujacych etapow.

1. Skompilowanie biblioteki cuGPE z kodem gtéwnym dla sieci 1283. Rozmiar ten
jest kompromisem miedzy rozdzielczoscig symulacji z jednej strony, a mozli-

woscia efektywnej wizualizacji wynikéw z drugiej (patrz rozdziat 3.4.3).

2. Przeprowadzenie testow zbieznosci, dla zapewnienia stabilno$ci numeryczne;j

obliczen.

3. Dostosowanie parametréw potencjalu putapki tak, aby profil gestodci dime-
row fermionowych byt pozadany - bardzo niska gesto$¢ przy brzegu pudia
i w przyblizeniu jednorodna gesto$¢ w jak najwiekszym obszarze w srodku
pudial - patrz rozdziat 4.3. Z tego powodu wybrano sferycznie symetryczny

potencjal Woodsa-Saxona postaci

_ W
1 +exp(7"_R)'

a

V(F)=V(r)=- (4.1)

Profil gestosci otrzymywany metodg ewolucji w czasie urojonym.

4. Wybér poczatkowej konfiguracji wiréw i ewolucja w czasie urojonym z na-
drukiem fazy, ktéra odpowiada tej konfiguracji (patrz réwnanie 3.5). Rozpa-
trywano konfiguracje o katach poczatkowych 6 = 0°,15°,...,90° i poczatkowe;j

odlegtosci miedzy wirami d = 16. Osiagnigcie stanu o najnizszej energii.

1Ze wzgledéw numerycznych optymalna maksymalna gesto$é powinna by¢é taka, zeby odpowia-
dajaca jej energia Fermiego byla rzedu 1. W jednostkach naturalnych odpowiada to modutowi
funkcji falowej || ~ 0, 05.
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5. Ewoluowanie tego stanu w czasie rzeczywistym. Zapisywanie funkcji falowej co
okreslony interwal czasu rzeczywistego. Wizualizowanie sekwencji tych funk-
¢ji - wizualizowano 81 funkcji dla kazdej konfiguracji - patrz rozdziat 3.4.3.

Obserwowanie zjawiska rekoneksji i innych zjawisk towarzyszacych.

6. Usuniecie fononéw (patrz rozdziat 3.3.2) ze stanu z konca ewolucji w cza-
sie rzeczywistym kazdej konfiguracji poczatkowej. Pozwala to stwierdzi¢, jaka
czes¢ energii uktadu zostala przeksztatcona w energie wzbudzen fononowych.
Wktad fononowy otrzymuje sie przez mierzenie energii w stanie z fononami
E;, 1 odejmowanie od niej energii stanu z wirami, ale bez fononéw FE,,qiex

(patrz réwnanie 2.8).

Procedure te mozna zilustrowaé na wykresie energii w funkcji czasu (urojo-

nego i rzeczywistego), patrz rysunek 4.1.

a

20 a0 60 80 100

Ewolucja w czasie urojonym Ewolucja w czasie Ewolucja w czasie rzeczywistym Ewolucja w czasie urojonym
(bez wiréw) urojonym (z nadrukiem (z nadrukiem fazy dla
fazy dla wirow) usuwania fononow)

Energia[jednostki umowne]

N

Czas symulacji (rzeczywisty i urojony) [jednostki umowne]

Rysunek 4.1: Wykres energii w funkcji czasu (rzeczywistego i urojonego). Najpierw
energia maleje (ewolucja w czasie urojonym), potem gwaltownie wzrasta (wygene-
rowanie wiréw), potem maleje (ewolucja w czasie urojonym), potem jest stala (ewo-
lucja w czasie rzeczywistym), potem maleje (ewolucja w czasie urojonym). Wykres

ma charakter pogladowy, dla czytelnosci nie zachowano skali ani proporcji

4.2 Testy zbieznosci

Przeprowadzono ewolucje w czasie urojonym prowadzaca do uzyskania profilu ge-

stodci (patrz rozdzial 4.3) dla réznych wartosci kroku czasowego Ar. Tablica 4.1

o




przedstawia zaleznos¢ otrzymanej energii stanu podstawowego Fy od wartosci kroku

czasowego AT.

A7 [jednostki naturalne] FE, [jednostki naturalne]

0,0125 -0,78146910
0,0250 -0,78146910
0,0500 -0,78146910
0,1000 -0,78146910
0,2000 -0,78146910

Tablica 4.1: Energia stanu podstawowego w funkcji kroku czasu urojonego

Brak widocznych réznic w energii pozwala poda¢ ograniczenie od gory na

wielko$¢ jej zmiany spowodowana zmiang kroku czasu urojonego

AE, < -0,00000001,

% <1,3-1078.

| Eol
Do ewolucji w czasie urojonym wybrano wartosé¢ kroku czasowego A7 =0,025. Bar-
dzo mate zmiany energii towarzyszace zarowno zwigkszaniu jak i zmniejszaniu tej
wartosci kroku czasowego pozwalaja przypuszczaé, ze zbiezno$é metody obliczenio-
wej jest bardzo dobra.

Dla czasu rzeczywistego przeprowadzono symulacje dwoch wirdow, trwajaca

1500 jednostek czasu. Tablica 4.2 przedstawia zaleznos¢ réznicy energii miedzy kon-

cem a poczatkiem symulacji Ey;, — Egiqre 0d wartosci kroku czasowego At.

At [jednostki naturalne] Ey;, — Ey, [jednostki naturalne]
0,0125 0,00000000
0,0250 0,00000026

Tablica 4.2: Przyrost energii podczas ewolucji w czasie rzeczywistym w funkcji kroku

czasu rzeczywistego

Do ewolucji w czasie rzeczywistym wybrano wartos¢ kroku czasowego At =
0,0125. Dla tej wartosci kroku czasowego wzgledny przyrost energii na jednostke

czasu rzeczywistego moze by¢ ograniczony z gory przez

Efzn - Estart

<8,5-10712.
t|Estart|
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4.3 Profil gestosci

Pozadany profil gestosci zostat osiggniety dla potencjatu postaci 4.1 o nastepujacych

parametrach
= Vo=1
= R =58;
= q=0,5;

dla liczby par fermionéw 7-10%. Powyzsze parametry dobierane byly metoda prob
i bltedow.
Obliczony dla takiego potencjatu profil gestosci przedstawiono na wykresie

(patrz rysunek 4.2).

Gestosé
o
&

T T T T T T
o 10 20 30 40 50 60
Promien [jednostki statej sieci]

Rysunek 4.2: Wykres gestosei fermionéw n = 2|¢p| w funkeji odlegtosci od srodka
putapki

Maksymalna gestos¢ wystepuje w srodku putapki i wynosi n,,q, ~ 0,0916.
Odpowiada ona energii Fermiego (liczonej w przyjetym uktadzie jednostek, patrz
rozdzial 3.4.2)

1
€ Frnaz = 5(37r2nmax)§ ~0,97.
Wizualizacje otrzymanego profilu gestosci przedstawiono na rysunku 4.3.

Nie pokazano obok niego uktadu obréconego o 90°, gdyz jest on sferycznie syme-

e

tryczny.




Rysunek 4.3: Wizualizacja profilu gestosci

4.4 Zjawisko rekoneksji w ré6znych konfiguracjach

poczatkowych
Kat poczatkowy 0°

= Stan poczatkowy

Rekoneksja nastgpita po 765 jednostkach czasu rzeczywistego

= Rekoneksja

= Stan koncowy
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Kat poczatkowy 15°

= Stan poczatkowy

Rekoneksja nastapita po 735 jednostkach czasu rzeczywistego

= Wida¢ gotym okiem, ze w tym przypadku podczas rekoneksji wytworzyta sie

= Rekoneksja

= Stan koncowy

duza ilo$¢ fonondéw
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Kat poczatkowy 30°

= Stan poczatkowy

Rekoneksja nastapita po 645 jednostkach czasu rzeczywistego

Kat poczatkowy 45°

= Rekoneksja

= Stan koncowy

= Stan poczatkowy
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= Rekoneksja

Rekoneksja nastapita po 615 jednostkach czasu rzeczywistego

Kat poczatkowy 60°

= Stan koncowy

= Stan poczatkowy

= Rekoneksja
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Rekoneksja nastgpita po 660 jednostkach czasu rzeczywistego

Kat poczatkowy 75°

= Stan koncowy

= Stan poczatkowy

Rekoneksja nastapita po 735 jednostkach czasu rzeczywistego

= Rekoneksja

= Stan koncowy
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Kat poczatkowy 90°

= Stan poczatkowy

Rekoneksja nastgpita po 960 jednostkach czasu rzeczywistego

4.4.1 Powstawanie pierscienia

= Rekoneksja

= Stan koncowy

W symulacji dla kata 15° zaobserwowano powstawanie pierécienia fononowego w wy-
niku rekoneksji. Pierécien ten przemieszcza sie od punktu rekoneksji az do zderzenia
z granicg chmury z predkoscig dzwieku. Aby czytelnie to zwizualizowaé, zmieniono
gestosci opowiadajace poszezegblnym powierzchniom wykresu contour plot (patrz

rysunek 4.4).
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A. . B. .
C. . D. .

Rysunek 4.4: Wizualizacja powstawania pierscienia fononowego. A - moment reko-
neksji, B, C - pierscien przemieszcza sie z predkoscig dzwieku, D - pierScien uderza

w granice chmury

4.5 Wyznaczanie fononowego wktadu do energii

Aby przetestowaé dziatanie procedury opisanej w rozdziale 3.3.2, zastosowano ja do

klatki, w ktorej znaczne szumy fononowe zaciemnialy obraz (patrz rysunek 4.5).

Rysunek 4.5: Po prawo klatka wyjeta z ewolucji w czasie rzeczywistym, po lewo ta

sama klatka po usunieciu fononéow

Widad, ze procedura zdata egzamin, gdyz fonony zostaly wygaszone, a wiry
pozostaly nienaruszone.

Oznaczenia jak w rozdziale 2.4. Wykreslono zalezno$¢ wktadu fononowego
Eiot — Eyorter oraz wzglednego wktadu fononowego W w funkcji kata poczat-

kowego 0 (patrz rysunek 4.6 i 4.7, odpowiednio).
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45605
4,06-05 *
35605
3,0E-05
2,56-05 .
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Whktad fononowy [jednostki umowne]
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1,5E-05
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*
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Kat poczatkowy [°]

Rysunek 4.6: Zalezno$¢ wktadu fononowego od kata poczatkowego

6,0E-05
5. 5,0E-05 *
[
&
£ 40E05
<]
il
B
3,0E-05 *
§ *
3
T 20605 +
ar
W *
£ .
1,0E-05 .
0,0E+00 T T T T T T T T T 1
o 10 20 30 40 50 60 70 80 [0 100
Kat poczatkowy []

Rysunek 4.7: Zaleznosé wzglednego wkladu fononowego od kata poczatkowego

Wktad fononowy okazal sie najwickszy dla kata 8 = 15°, co jest dobrze

widoczne w symulacji.
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Rozdziatl 5
Podsumowanie

1. Wyniki przeprowadzonych testow zbieznosci Swiadcza o bardzo wysokiej do-
ktadnosci obliczen. Dotyczy to zaréwno ewolucji w czasie urojonym, jak i rze-

czywistym (patrz rozdzial 4.2).

2. Metoda ewolucji w czasie urojonym (patrz rozdzial 3.2) osiagnieto pozadany ze
wzgledéw numerycznych profil gestosci chmury dimeréw fermionowych w pu-

tapce o symetrii sferycznej (patrz rozdziat 4.3).

3. Opracowano i zastosowano metode generowania wiréw kwantowych w zada-
nej konfiguracji wzajemnej, wykorzystujaca procedury nadruku fazy i ewolucji

w czasie urojonym (patrz rozdziat 3.3.1).

4. Przeprowadzono symulacje dynamiki takiego uktadu z wirami w réznych kon-
figuracjach poczatkowych, postugujac sie w tym celu metoda ewolucji w czasie

rzeczywistym (patrz rozdziat 3.1).

5. Opracowano technike wizualizacji dynamiki uktadu, w ktérym wystepuja wiry

kwantowe (patrz rozdziat 3.4.3).

6. We wszystkich badanych konfiguracjach poczatkowych zaobserwowano zjawi-

sko rekoneksji (patrz rozdziat 4.4).

7. Zaobserwowano powstawanie w ukltadzie wzbudzen o charakterze fononowym
w wyniku rekoneksji. Manifestowaty sie one poprzez obserwowalne fluktuacje
gestosci dimerow. W szczegdlnosci, dla jednej z konfiguracji poczatkowych,
zaobserwowano rzadkie zjawisko powstawania w czasie rekoneksji pierscienia

fononowego (patrz rozdzial 4.4.1).

8. Opracowano i zastosowano metode usuwania z uktadu wzbudzen fononowych,

ktora nie narusza przy tym wirow. Wykorzystuje ona nadruk fazy (patrz roz-

e




dzial 3.3.2) i ewolucje w czasie urojonym. Zastosowano t¢ metode do wyzna-

czenie fononowego wkladu do energii (patrz rozdziat 4.5).




Dodatek A

Wyprowadzenie rOGwnania

Grossa-Pitajewskiego

Zaprezentujemy tutaj wyprowadzenie bozonowego réwnania Grossa-Pitajewskiego

wykorzystujace wariacyjne metody fizyki statystycznej, oparte o publikacje [14].

Przyjete oznaczenia sa takie same jak w rozdziale 2.1. Minimalizacja energii
E przy warunku statej liczby czastek N oznacza minimalizacje energii swobodnej

F = FE - uN, gdzie potencjal chemiczny p jest mnoznikiem Lagrange’a:
0=0F(V)=0FE-uoN =0 (V|H|¥) - pudN.

Obliczamy teraz wszystkie cztony energii swobodnej. Czton kinetyczny

Erin = (¥
F ( 2m

N .2
p

m} - izh_m [ drve yveln) - N% [ drivo-
__ h_zfdf¢*(f)v2¢(F),

2m

gdzie ostatnie przeksztalcenie bierze sie z caltkowania przez czeéci. Czton potencjatu

zewnetrznego

Eezt = (\I}

N
Z ‘/ext(ﬁ)
i=1

\If) =N [ 46 (VD) ().
Czton oddzialywania

N
Uo Y6 (7 = 75)

i<j

Eint = <\D

w) =3 [ o ()6 (75)U0 (7 = 75) 676 (75) -
- VT2 [ g ()60 (7)o (7~ 7) (7)) -

o NN o

Uy [ 4" ()" (Moo (7).

.




Ostatni czton, na mocy 2.2
U = (ol = o [ i @) = pN [ it (7)o(r).

W celu zminimalizowania F' nalezy przyréwnaé jej pierwsza wariacje do
zera. ¢ 1 ¢* traktowane sg jako zmienne niezalezne. Obliczamy wariacje wszystkich

cztonow wzgledem ¢* . Czton kinetyczny

72
5Bhin =-N5— [ div2o(i)io (7).
2m
Czton potencjatu zewnetrznego

OBess =N [ iV (7)0(7)0" (7).
Czton oddzialywania
OB = UsN(N =1) [ digr (M)o(7)o(7)io" (7) =
= LNV -1) [ difo(P)Po(R)se” (7).

Ostatni czton
poN =i [ dig(7)so” (7).
Ostatecznie wariacja energii swodobnej wynosi
0=0F =0Eyin+ Fep + 0Eip — nON =
L[R2 B, N N[2f = I
=N [ i[5 + V(D) + Uo(N = ISP - ()] 607 (7).
Poniewaz wariacja d¢*(7) jest dowolna, wyrazenie w nawiasie kwadratowym musi

znikaé. Po zastosowaniu przyblizenia N —1 ~ N oraz réwnania 2.2 otrzymuje si¢

réwnanie Grossa-Pitajewskiego 2.3 dla funkcji falowej kondensatu (7).




Dodatek B

Model widkna

Model wlékna (ang. filament model) jest mezoskopowym modelem oddzialywania
wiréw kwantowych [15].

Postuluje sie, ze splot skwantowanych wiréw (nieregularny uktad linii wi-
rowych) podlega prawom klasycznej dynamiki wiréw oraz ze krzyzowanie linii wi-
rowych moze skutkowac zjawiskiem rekoneksji, ktére zmienia topologie uktadu. Za-
stosowanie tych praw prowadzi do poprawnego opisu turbulencji w uktadach nad-
ciektych.

Nadciekty hel-4 szybko przeptywajacy przez kanal podlega przejsciu do
stanu turbulentnego, w ktérym ptyn wypekiony jest gestym, przypadkowym splo-
tem skwantowanych wtokien wirowych. Proba opisu tego zjawiska opiera sie fakcie, ze
wplyw normalnej cieczy! powoduje nieograniczony rozrost niektérych petli wirowych
jest kompensowany przez efekty krzyzowania sie linii wirowych, ktére podtrzymuja
przypadkowy charakter splotu wiréw.

Konfiguracja przypadkowych krzywych tworzacych splot wirowy moze by¢
zapisana w postaci parametrycznej § = 5(&,t), gdzie £ jest dtugoscia tuku, a t to
czas. Ruch wiru w danej chwili czasu dany jest dany réwnaniem

s - o - L .
@:ﬁs’xs”+as’x(vn—vs—ﬁs’xs”), (B.1)
gdzie

—

= §', s to wektory odpowiednio styczny i normalny do wlékna wirowego w roz-

wazanym punkcie;

= v, Us to lokalne, usrednione pola predkosci cieczy odpowiednio normalnej

i nadciektej;

= « to stala tarcia;

"W modelu dwéch cieczy Landaua [16], zjawisko nadcieklosci w helu ttumaczy sie dokonujac
,rozktadu” go na ciecz normalng i nadciekta.

re




C1

q
=—In
b A s"ag’

gdzie ¢ jest tadunkiem topologicznym wiru, ag » 108 cm jest parametrem

odciecia wiru, a ¢; jest stala rzedu jednosci.

Réwnanie B.1 jest oparte na tzw. przyblizeniu zlokalizowanej samoindukeji [15],
w ktorym pomija sie dalekozasiegowe efekty pola predkosci wiru. Przecinanie sie
linii wirowych (rysunek B.la) zwieksza prawdopodobienistwo zajscia rekoneksji (ry-
sunek B.1b). Takie zjawisko zmienia topologie splotu wiréw i rzutuje na jego przyszta
dynamike. W modelu zaktada sie, ze takie rekoneksje zachodzg z prawdopodobien-
stwem rzedu jednosci, kiedy tylko dwie linie wirowe probuja si¢ przeciaé.

Réwnanie B.1 przewiduje, ze petle w splocie wiréw beda rosty albo zanikaty,
w zaleznosci od ich rozmiaru. W takich warunkach nie moze wystepowac¢ samopod-
trzymujacy sie stan turbulentny. Rozpatrzmy splot wiréw z rysunku B.lc. Mozna
sprawic, aby petle rosty, zwiekszajac v, = v, —Us, ale wtedy znikna, gdy osiggna gra-
nice. Obliczenia przeprowadzone dla bardziej realistycznego splotu wiréw prowadza
do tego samego wyniku [15]. Problem ten znika, jeli dopuszczona zostanie mozli-
wos¢ rekoneksji petli. Jak wida¢ na rysunku B.1d, w wyniku rekoneksji powstaje
wiele matych petli. Niektore z nich rosna, dzieki czemu stan turbulentny jest pod-
trzymany. Caly procesowi towarzyszy tworzenie sie propagujacych sie na zewnatrz

ogromnych petli, ktére anihiluja na granicy.

B
e

(a)

Rysunek B.1: Efekty rekoneksji, wektor v,s wskazuje poza ptaszczyzne rysunku.
Obrazek z [15]
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Opis zalgcznika

Na ptycie CD zalacznej do niniejszej pracy znajdujag si¢ filmy w formacie .mpg
z wizualizacjami omawianych symulacji. Nazwy plikoéw odpowiadaja poczatkowym

katom miedzy wirami.
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